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❝✐❡♠❡♥ts ❡t ❛✉ss✐ à ♠❡s ♦♥❝❧❡s ❡t ❧❡✉rs ❢❡♠♠❡s✱ à ♠❡s t❡♥t❡s ❡t ❧❡✉rs ♠❛r✐s ❡t à ❧❡✉rs ❡♥❢❛♥ts
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✷✳✸✳✷✳✷ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s✬é❝r✐t ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✷✳✸✳✷✳✸ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s à ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s s✬é❝r✐t ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✷✳✹✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ H2 ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✷✳✹✳✷ ❱❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿ ❍2✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✿ ✽✶
✷✳✹✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿ ▼♦❧é❝✉❧❡ H2 ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✷✳✹✳✹ ■♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❛♥s ❍2✱ ❖❆ ♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✷✳✹✳✺ ❈❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s à ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ HF ✿ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✷✳✹✳✻ ❈❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ CH3F ✿ ✳ ✽✼
✷✳✹✳✼ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ✷✱✻ ❞✐♠ét❤②❧♣②r✐❞✐♥❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✸ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❛❞❛♣tés
❛✉① s♦❧✐❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ✾✶
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✸✳✷ ❊s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✴ ❊s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✸✳✸ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✐❞❡s ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✸✳✸✳✶ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✸✳✸✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ▲❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❙❧❛t❡r ❡t ❧❡s ♦♥❞❡s
♣❧❛♥❡s ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✸✳✸✳✸ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✿ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈❘❨❙❚❆▲ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✸✳✸✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❑♦❤♥ ❙❤❛♠ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡
❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✸✳✸✳✹✳✶ ❇❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ✿ ♣♦✉r ❡t ❝♦♥tr❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✸✳✸✳✹✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts✲❦ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✸✳✸✳✹✳✸ Ps❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s ✿ ♣♦✉r ❡t ❝♦♥tr❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✸✳✸✳✹✳✹ ➱♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✸✳✹ ▲❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✸✳✹✳✶ ❚r♦♥❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✸
❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
✸✳✹✳✷ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ♠ét❛❧❧✐q✉❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❧✐é❡s à ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❆❇■◆■❚ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✸✳✺ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✸✳✺✳✶ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s ❞✬❆❇■◆■❚ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✸✳✺✳✷ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✸✳✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✸✳✺✳✹ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❡❧s ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✸✳✺✳✺ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❡❧s ❚r♦✉❧❧✐❡r✲▼❛rt✐♥s ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✸✳✺✳✻ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❉❋❚ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❡❧ ✿
P❇❊ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✸✳✻ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✸✳✻✳✶ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡①♣♦sé❡ ✿ ✳ ✳ ✶✶✵
✸✳✼ ▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭❉❋❚ s✉r ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✮ à ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛✲
❣é❡ ❞✬❛❧❝❛♥❡s ❡t ❞✬❛❧❝è♥❡s✳ ✶✶✺
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✹✳✷ ❇❛rr✐èr❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✹✳✸ ❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✹✳✸✳✶ ▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✹✳✸✳✶✳✶ ❱❛❧♦r✐s❛t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✹✳✸✳✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✹✳✸✳✶✳✸ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ré❛❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥
♠ét❤❛♥♦❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✹✳✸✳✶✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✹✳✸✳✷ ▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡♥ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✹✳✸✳✷✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✹✳✸✳✷✳✷ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ré❛❝t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❥✉sq✉✬❛✉ r❛❞✐❝❛❧ CH3O.✳ ✳ ✶✷✽
✹
❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
✹✳✸✳✷✳✸ ▲❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✹✳✸✳✷✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
✹✳✸✳✸ ▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡♥ ❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✹✳✸✳✸✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✹✳✸✳✸✳✷ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ré❛❝t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ à ❧✬❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡ ✿ ✳ ✳ ✶✸✻
✹✳✹ ▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✹✳✹✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✹✳✹✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✹✳✹✳✸ ▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r✲
❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✹✳✹✳✸✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ❞♦♥♥é❡s ❡t ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✹✳✹✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✹✳✺ ▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✹✳✺✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✹✳✺✳✶✳✶ Pr♦♣②❧è♥❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✹✳✺✳✶✳✷ ❆❝r♦❧é✐♥❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✹✳✺✳✷ ▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✹✳✺✳✷✳✶ ❉♦♥♥é❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✹✳✺✳✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✺✺
❆♥♥❡①❡ ❆ ✿ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✺✽
❆♥♥❡①❡ ❇ ✿ ❉ét❛✐❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✶✺✾
✺
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ q✉✐ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡♥ ❞❡✉①
✈♦❧❡ts ✿ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❜✐❝❡♥tr✐q✉❡s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r
❧❛ ré❛❝t✐✈✐té ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞❡s ❛❧❝❛♥❡s ❡t ❛❧❝è♥❡s s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❞✬
▲❡ ❝✉✐✈r❡ ❡t s❡s ♦①②❞❡s ❝♦✉✈r❡♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s très ❞✐✈❡rs ❡t ♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①trê♠❡✲
♠❡♥t ✈❛r✐é❡s✳ ■❧s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❝ér❛♠✐q✉❡s ❡t ❡♥ ♣②r♦t❡❝❤♥✐❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés
❝♦❧♦r❛♥t❡s✳ ■❧s s❡r✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ à ❞❡s ❧❛q✉❡s ❛♥t✐✲❝♦rr♦s✐♦♥ ♣♦✉r ❡♠❜❛r❝❛t✐♦♥s✳ ■❧s
❝♦♥st✐t✉❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ❜♦♥s ❝❛t❛❧②s❡✉rs✱ très ♣r✐sés ♣❛r ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐
❛❥♦✉t❡r q✉✬✐❧s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✬♦①②❞♦ré❞✉❝t✐♦♥ q✉✐
♦♥t ❧✐❡✉ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✭❡♥③②♠❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❝❡♥tr❡ ❈✉ ■■✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦①②❞❡s
❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ s❡♥s✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳
■❧s s♦♥t t♦✉t ❛✉ss✐ ✐♥❞és✐r❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛♥❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡♥ ❝✉✐✈r❡✱ ❡t s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r❡✲
❞♦✉tés ♣❛r ❧❡s ❜r❛ss❡✉rs✳ ■❧s ♣rés❡♥t❡♥t ❡♥✜♥ ✉♥ ❞❛♥❣❡r ♣♦✉r ❧❡s é❝♦s②stè♠❡s ❛q✉❛t✐q✉❡s✱ ❝❛r ✐❧s
s♦♥t ❡①trê♠❡♠❡♥t t♦①✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢❛✉♥❡ ❡t ❧❛ ✢♦r❡✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛♥t ❛❣❣r❛✈é ♣❛r ❧❡s ♣❧✉✐❡s
❛❝✐❞❡s q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❧❡✉r s❡♥s✐❜✐❧✐té✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ Cu − O ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦①②❞❡s
s❡ r❡✢èt❡ ❞❛♥s ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s✱ q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐té ❞❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❛t♦♠✐q✉❡s ♦✉ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✳
❈❡tt❡ ❧✐❛✐s♦♥ ré✈è❧❡ ♠ê♠❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t♦✉t à ❢❛✐t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♦❜✲
s❡r✈é❡ ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥✐✜é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❞✐✈❡rs
✻
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
s②stè♠❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❜♦r❞❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛t♦♠❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ s✉✐✈r❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r t❛✐❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛
♣r♦✉✈é s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ét✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡ ❈♦✉✲
❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❙❧❛t❡r✱ ❡t ❞❡ ✈❛❧♦r✐s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦rté ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s à ❧❛ ❝❛t❛❧②s❡ ❤étér♦❣è♥❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐✈✐té s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞❡s ❛❧❝❛♥❡s
❡t ❛❧❝è♥❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
✭❉❋❚✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛❜ ✐♥✐t✐♦✳ ◆♦✉s
♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡✱ ❝❛r ❝✬❡st ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ q✉✐ ❛ ❞é❥à ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡
très ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s✱ t❛♥t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡s✳ ❊♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❝✬❡st ✉♥ ♠❛tér✐❛✉
❜♦♥ ♠❛r❝❤é très ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ s✉❜str❛t ❝❛t❛❧②t✐q✉❡ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❜❛rr✐èr❡ ✐s♦❧❛♥t❡ ❞❛♥s ♥♦♠❜r❡✉①
❞✐s♣♦s✐t✐❢s✳
❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❝♦♠♣♦rt❡ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s ✿ ❛♣rès ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉
❝♦♥t❡①t❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ s❝✐♥❞é ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ❛❞♦♣té❡ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉①✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s tr♦✐s ❡t q✉❛tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❝é❞é
à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ré❛❝t✐✈✐tés ✭♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡✮ s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝r✐st❛✉① ❞❡ ❝✉✐✈r❡✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❛ été ❡✛❡❝t✉é ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▲❡s
❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ s♦♥t ❡①♣♦sés✱ ❡t ❧✬❛❝❝❡♥t ❡st ♠✐s s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ é❝❤❛♥❣❡ ❡t ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡✱ q✉✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ❆♣rès ✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧s s♦♥t ❢♦♥❞és✱ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡
✼
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés✳ ▲❡s ❛♣♣♦rts ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❣é♥é✲
r❛❧✐sé ✭●●❆✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❧♦❝❛❧❡ ✭▲❉❆✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s s✉❝❝ès ❡t
❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❉❋❚✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✐♥tés✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛s♣❡❝ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛ss♦❝✐és à ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s✱ ❛❞❛♣té❡ ❛✉①
s②stè♠❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡ ❙❧❛t❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙❚❖P✳ ❈❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s❡ r❛♣♣♦rt❛♥t ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡
❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ s✉r ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ ❆♣rès✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥✲
t❡r♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❞é❥à ✈❛❧✐❞és✳ ◆♦✉s
♠è♥❡r♦♥s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✷✵✵✻ ❬✶❪✳
▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛ss❡ ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣❛r ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❜
✐♥✐t✐♦ ❉❋❚✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ❧✬ét✉❞❡ ❡st ❡♥✈✐s❛❣é❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é✲
♥✐❡♥ts ❞❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❡t ❞❡s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥❤ér❡♥t❡s ❛✉① s②stè♠❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐✲
❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❡s rés✉♠és ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞♦♥t ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s
✜❝❤✐❡rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ✭❉❋❚✲P❇❊✮✳ ◗✉❡❧q✉❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s s✉r ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳
▲❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡s ré❛❝t✐✈✐tés s✉r ❧❡ ❝✉✐✈r❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞❡s ❛❧❝❛♥❡s ❡t
❛❧❝è♥❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❡s ❛❞❛t♦♠❡s ✭❈✉✱ ❖✱ ❈❖✮ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳
❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♣♦✉r s❡r✈✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ✷✵✵✽✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞✬❆❥♠✐ ❇❡♥
✽
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
❍❛♠♦✉❞❛ ❬✸✻❪✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧✱ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧
❡♥ r❛❞✐❝❛❧ ♠ét❤♦①② ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡♥ ❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳
❉✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡t ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s s❡r♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s
♦✉ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❝❡s é♣♦①②❞❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ✈❛❧♦r✐s❡r
❧❡s ❛❧❝è♥❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ❝❛r ❝❡ s♦♥t✱ ❛✈❛♥t t♦✉t✱ ❧❡s é♣♦①②❞❡s q✉✐ s❡r✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛
❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ rés✐♥❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧✬é♣♦①②❞❡ ♥✬❡st ♣❛s
❧❡ s❡✉❧ ♣r♦❞✉✐t ❛❜♦♥❞❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝✬❡st
❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✳ ❈❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❧❡ ♠♦♥♦♠èr❡ ❞❡s ✜❜r❡s ❛❝r②❧✐q✉❡s ❡t
s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st s②♥t❤ét✐sé s✉r ❞❡s ❝❛t❛❧②s❡✉rs
à ❜❛s❡ ❞✬♦①②❞❡s à ✈❛❧❡♥❝❡ ❡t à ❝❤❛r♣❡♥t❡ ♠✐①t❡s ✭❞❡ ♠♦❧②❜❞è♥❡ ❡t ❞❡ ✈❛♥❛❞✐✉♠✮✳ ❈❡s ♣❤❛s❡s
s♦♥t ❝♦ût❡✉s❡s à ♣ré♣❛r❡r ❡t à ♠❛✐♥t❡♥✐r✱ ❝♦♠♣❛ré à ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❈✉❖✳
❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡
tr❛✈❛✐❧✱ ❡♥ ♦✉✈r❛♥t ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ré❛❝t✐✈✐tés
❝❤✐♠✐q✉❡s✳
✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
▼ét❤♦❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡
q✉❛♥t✐q✉❡✳
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥ rés✉♠é ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ q✉✐
♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ t❛♥t
q✉✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❥à ♠✐s ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡
♠♦♥tr❡r❛ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✳
▲❡s ét✉❞❡s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ré❛❝t✐♦♥♥❡❧s r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs✳ ▼❛✐s t♦✉s ❧❡s ❣r❛♥❞s ♣r♦❣rès s✉r ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❞❛♥s ❧✬❛✈❡♥✐r ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡s
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝❤✐♠✐q✉❡s ♣❛r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳
❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❡♠♣❧♦②é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ❞✬❡①♣♦sés ❡①❤❛✉st✐❢s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♥❝❡r♥és✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣❧✉tôt ❡ss❛②é ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❞é✜s ❡t ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✳ ❈❡❝✐ ❡st
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✭❡♥
❛❜ré❣é ❉❋❚ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②✮✳
✶✵
●é♥ér❛❧✐tés ✿
✶✳✷ ●é♥ér❛❧✐tés ✿
❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ét✉❞✐❡r ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❞❡s é❧❡❝tr♦♥s✱ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❧✬✉♥✐✈❡rs
❝♦♥tr❡✲✐♥t✉✐t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡M ❛t♦♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t N é❧❡❝tr♦♥s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t
é❝r✐t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✉♥✐tés ❛t♦♠✐q✉❡s ✭u.a✮✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♣❡r♠❡t ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱
❧❡s r❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡s✳
❖♥ s❛✉r❛ ❝♦♠♠❡♥t ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ❧✬❛✉tr❡ ✿ ✐❧ s✉✣r❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❝ ♣♦✉r ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡r
♣❛r e2✱ ✈✐❛ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞✐t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ✜♥❡ ♦✉ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
é❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱
α =
e2
~c
= 1/137.036 ✭✶✳✶✮
✭❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ✶✴✶✸✼✮ ✿
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ E = mc2✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ❛✐sé♠❡♥t à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡
❛t♦♠✐q✉❡ E = mc2α2 ❂ ✶ ❍❛rtr❡❡ ❂ ✷ ❘②❞❜❡r❣s❂ 2×✶✸✳✻ ❡❱✳
❆✉ss✐ ❝♦♥str✉✐r♦♥s✲♥♦✉s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ✷ t❛❜❧❡❛✉① ✿
▲♦♥❣✉❡✉r ✿ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❀ r❛②♦♥ ❞❡ ❇♦❤r✳ ✶ ❇♦❤r ❂ ✵✳✺✸ ➴
❱✐t❡ss❡ ✿ ❝ ❂ ✷✾✾ ✼✾✷ ✹✺✽♠✴s ❀ ✈✐t❡ss❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✿ ✶✸✼✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♥❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❇♦❤r ❞♦♥♥❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠✐❡✉① ✿ ❞❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
r❡❧❛t✐✈✐st❡s ♣♦✉r ♥ ❂ ✶ ❡t ❩ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶✸✼ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❞❡s ✉r❛♥✐❞❡s
❞♦✐t êtr❡ r❡❧❛t✐✈✐st❡✳ ❚♦✉t❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ s✬❡♥ ❞é❞✉✐t✳ ❙✐ ♦♥ r❛❥♦✉t❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ♠ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✱
t♦✉t ❧❡ s②stè♠❡ s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ✿ ▼❛ss❡ ✿ ♠ ✱ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s✳ ▲❛ s❡✉❧❡
❣r❛♥❞❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♠✴▼ ❂ ✶✴✶✽✸✻✳✶✺✷✻✼✷✻✶ ✭❛✈❡❝ ▼ ❂ ♠❛ss❡ ❞❡
❧✬✉✳♠✳❛✮ q✉✬♦♥ ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ♣❛s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✿ ❡❧❧❡ r❡st❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❧✬➱♥❡r❣✐❡ ❊❂ 2× ✶✸✳✻ ❡❱✳
~ = me = e = 4πε0 = 1, me ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❡t e s❛ ❝❤❛r❣❡✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s
♣❛r ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ✭❛t♦♠❡✱ ♠♦❧é❝✉❧❡ ♦✉ s♦❧✐❞❡ ❡t❝✮ s♦♥t ❡①❛❝t❡s✱ ❝❡❝✐
❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
✶✶
●é♥ér❛❧✐tés ✿
❡t ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t ❧❡ ❝♦ût ❡♥ t❡♠♣s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
✶✳✷✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ à N é❧❡❝tr♦♥s ✿
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
Ψ ❝♦♠♠❡ q✉❛♥t✐té ❝❡♥tr❛❧❡✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❊❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ 4N ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦ù N ❡st ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ✭❈✉✮ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥
♥✉♠ér♦ ❛t♦♠✐q✉❡ Z = 29✱ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ Ψ(~x1, ~x2, ..., ~x28, ~x29) ❝♦♥t✐❡♥t 4 × 29 = 116
✈❛r✐❛❜❧❡s s♦✐❡♥t ✹ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ~x(i) ♣♦✉r ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ✐✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❛✉ ❝♦✉rs
❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é à
❧✬ét✉❞❡✳
✶✳✷✳✷ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✿
▲❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ❡st ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭❛t♦♠❡✱ ♠♦❧é❝✉❧❡✱ s♦❧✐❞❡✮ ✐s♦❧é ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❡①tér✐❡✉r✱ ❢♦r♠é ❞❡ M ♥♦②❛✉① ❝❤❛❝✉♥ s✐t✉é à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ Ra ❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡
Za ✭a = 1 à M✮ ❡t N é❧❡❝tr♦♥s✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ét❛ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉
t❡♠♣s ✭❡t ♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st❡✮✱ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
HˆΨ = EΨ ✭✶✳✷✮
◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ M ♥♦②❛✉① ❡t N é❧❡❝tr♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ✿
Ψ(x1, x2, ..., xN , R1, R2, ..., RM ) ✭✶✳✸✮
✶✷
●é♥ér❛❧✐tés ✿
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ RA ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ é❧❡❝tr♦✲
♥✐q✉❡ xi✱ Ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧✬❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞é❝r✐✈❛♥t s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ℜ3 ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡
❞❡ s♣✐♥✱ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐✈♦q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ▲❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞♦♥t
❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥ ét❛t ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é ❞✉
s②stè♠❡✮ ✿
HˆΨi(x1, x2, ..., xN , R1, R2, ..., RM ) = EiΨi(x1, x2, ..., xN , R1, R2, ..., RM ) ✭✶✳✹✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡
❛✉ ❝❛rré ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ✭❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉ ♣♦st✉❧❛t ❞❡ ❇♦r♥✮ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞é❝r✐t ♣❛r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳ ❊❧❧❡ ❞é✜♥✐t
❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❝❡t ét❛t ❞♦♥♥é✳
✶✳✷✳✸ ▲❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✿
▲❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛r❧❡r ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✉
♠♦♠❡♥t ✿ ♠♦♠❡♥t ♦r❜✐t❛❧ ❡t ♠♦♠❡♥t ❞❡ s♣✐♥✳
✶✳✷✳✸✳✶ ▲❡ ♠♦♠❡♥t ♦r❜✐t❛❧ ✿
▲❡ ♠♦♠❡♥t ♦r❜✐t❛❧ ♦✉ ♠♦♠❡♥t ❝✐♥ét✐q✉❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡
✭✈♦✐r ❧✬♦✉✈r❛❣❡ ❞❡ ❘✐✈❛✐❧✮ ❬✼✼❪✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ét❛t ♣r♦♣r❡ ❞✉ r♦t❛t❡✉r r✐❣✐❞❡✳ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥
é❧❡❝tr♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ♦r❜✐t❛❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ❛✐♥s✐✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs L2 ❡t Lz q✉❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❛❞♠❡tt❡♥t ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s Y ml ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s
❛✈❡❝ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s l(l + 1) ❡t m✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r Lˆ2 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
✶✸
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L2 = −Λ = −[ 1
sin θ
∂
∂θ
(sin θ
∂
∂θ
) +
1
sin2 θ
∂2
∂ϕ2
] ✭✶✳✺✮
❡t Lˆz ♣❛r ✿
Lz = −i ∂
∂ϕ
❙♦✐t Φn,l,m(r, θ, ϕ) ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Lˆ2 ❡t Lˆz✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
Lˆ2Φn,l,m(r, θ, ϕ)ν = l(l + 1)Φn,l,m(r, θ, ϕ)ν ✭✶✳✻✮
ν ét❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡ s♣✐♥ ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳
✶✹
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❊t
LˆzΦn,l,m(r, θ, ϕ)ν = mΦn,l,m(r, θ, ϕ)ν ✭✶✳✼✮
✶✳✷✳✸✳✷ ▲❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡ s♣✐♥ ✿
❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❛♥✐♠és ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥
❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❛①❡ z ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡ s♣✐♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s♣✐♥ sˆ2
♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
sˆ2Φn,l,mν(s,ms) = s(s+ 1)Φn,l,mν(s,ms)
❊t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r sˆz ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
sˆzΦn,l,mν(s,ms) = ±1
2
Φn,l,mν(s,ms) ✭✶✳✽✮
P♦✉r ✉♥ é❧❡❝tr♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs s = 1/2✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ms ♣❡✉t
♣r❡♥❞r❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ±1/2✳ ◗✉❛♥❞ ms = 1/2✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♣✐♥ α✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❧♦rsq✉❡ ms = −1/2✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♣✐♥ β✳
✶✳✷✳✹ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬❊①❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ P❛✉❧✐ ✿
P♦✉r ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡st ❞♦♥❝✱ s♦✐t s②♠étr✐q✉❡ ✭♦♥ ♣❛r❧❡
❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❜♦s♦♥s✮ ✿
Ψ(~x1, ~x2, ..., ~xi, ~xj , ..., ~xN ) = Ψ(~x1, ~x2, ..., ~xj , ~xi, ..., ~xN ) ✭✶✳✾✮
❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡tt❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛♥t✐s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
♣♦❧②é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ P❛✉❧✐ ✿
✶✺
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Ψ(~x1, ~x2, ..., ~xi, ~xj , ..., ~xN ) = −Ψ(~x1, ~x2, ..., ~xj , ~xi, ..., ~xN ) ✭✶✳✶✵✮
❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ(~x1, ~x2, ..., ~xi, ~xi, ..., ~xN ) = 0✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ■❧ ❡st ✐♥t❡r❞✐t
à ❞❡✉① é❧❡❝tr♦♥s ❞✬❛✈♦✐r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ✈♦✐r❡ ❞❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡r
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡ s❡ tr♦✉✈❡r à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❝❡❧❧❡
❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❙❧❛t❡r q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ~xi ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬é❧❡❝tr♦♥ i ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ à ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ s♣✐♥✳ ❈❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡
à ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✳ P♦✉r ✉♥ s❡✉❧ é❧❡❝tr♦♥✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s♣✐♥
sˆz ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✿ +12 ♦✉ −12 ✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❛✉ss✐ ❧❡ s♣✐♥ ❞✬é❧❡❝tr♦♥✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣r♦♣r❡s ❞❡ s♣✐♥ ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t α ❡t β✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♣✐♥ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s
❞❛♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ s♣✐♥
❞♦✐t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ à ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❞❡
❧✬❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❝♦♠♣❧❡t ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ s♣✐♥✳ ❙✐ ❝❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡
❝❡❧❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉✣t ✭▲❡ s♣✐♥ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ❛❧♦rs ♣❛s
❞❛♥s ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ s②stè♠❡s ✐s♦❧és✮✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♣ré❝✐sé ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬❡s♣❛❝❡
❡t ❞❡ s♣✐♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❈❡
❞❡r♥✐❡r ❝r✐tèr❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❛♣✐t❛❧❡✱ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
✭❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞❡ s♣✐♥✮ ❞❡ ❞❡✉① é❧❡❝tr♦♥s✳
✶✳✷✳✺ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ✿
▲✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ t♦t❛❧ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t N é❧❡❝tr♦♥s ❡t M ♥♦②❛✉① s✬é❝r✐t ✿
Hˆ =
N∑
i
{−1
2
∇2i +
∑
j>i
1
rij
−
M∑
a
Za
ria
}+
M∑
a
{ −1
2Ma
∇2a +
1
2
∑
a 6=b
ZaZb
rab
} ✭✶✳✶✶✮
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Zp ❡t Mp s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ p✱ rpq ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s p ❡t q ❡t ∇2p ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡
p ❞é✜♥✐ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❝♦♠♠❡ ✿
∇2p =
∂2
∂x2p
+
∂2
∂y2p
+
∂2
∂z2p
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✳ ▲✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❬✽❪ r❡✈✐❡♥t à sé♣❛r❡r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝❡✉①
❞❡s ♥♦②❛✉①✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❡st très ❣r❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡s
é❧❡❝tr♦♥s ✭mN ≫ me✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ é✈♦❧✉❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ♥♦②❛✉① ✜①❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s é✈♦❧✉❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❝réé ♣❛r ❞❡s ❛t♦♠❡s ❝❡♥trés à ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ♣❡✉t
❛❧♦rs êtr❡ ♥é❣❧✐❣é ✭♥♦②❛✉① ✐♠♠♦❜✐❧❡s✮ ✈♦✐r❡ sé♣❛ré✱ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❈♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡
♥♦②❛✉① ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞✉ s②stè♠❡ s❡ sé♣❛r❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉①✳
Hˆ = H(x1, x2, ..., xN )
❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❍❡r♠✐t✐q✉❡✱ q✉✐ ré✉♥✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❞✉
s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡♥ ✭u.a✮✱ ✐❧ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Hˆ = Tˆe + Vˆee + VˆNe
=
N∑
i
{−1
2
∇2i +
∑
j>i
1
rij
+
M∑
a
Za
rai
}
✭✶✳✶✷✮
❖ù Tˆe ❡t Vˆ = Vˆee+ VˆNe r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ t♦t❛❧❡
❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✲♥♦②❛✉① ❡t ❞❡ ré♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✲
é❧❡❝tr♦♥✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s
s✐♠♣❧❡s à ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ✭♦ù ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s à ✷ é❧❡❝tr♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✶✼
●é♥ér❛❧✐tés ✿
❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲✈♦✐r s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡✮✳
P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
❡①❛❝t❡s ❡st ❞❡ s❡ ❧✐♠✐t❡r ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡
✈✐❞❡ ✐♥❢r❛✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥✬❛ ♣❧✉s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
é❧❡❝tr♦♥✲é❧❡❝tr♦♥✱ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ✭❖▼✮✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✿ ❧❡
♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❍❛rtr❡❡ ❬✸✼❪✳
✶✳✷✳✻ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❖r❜✐t❛❧❡s ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ✭❖▼✮ ✿
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ✭❖▼✮ ✿ ❡❧❧❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♠✉❧t✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ Ψ(X) ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ♠♦♥♦✲
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ χi(xi)✱ q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❀ ❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ΨHA
♣❛r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ✿
ΨHA(X) = χ1(x1)χ2(x2)...χn−1(xn−1)χn(xn) ✭✶✳✶✸✮
❆✈❡❝ X = (x1, x2, ..., xn)
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❛♥s
s♦♥ ♦r❜✐t❛❧❡ ❡t ✈♦✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s é❧❡❝tr♦♥s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❖▼✱ ❝♦♠❜✐♥é❡s ♣♦✉r q✉❡ Ψ ♦❜é✐ss❡♥t ❛✉ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡
P❛✉❧✐✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❍❛rtr❡❡ ❡st ❞♦♥❝ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❛♥t✐✲s②♠étr✐sé ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✱
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳
✶✳✷✳✼ Pr✐♥❝✐♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ✿
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
q✉✐ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡①❛❝t❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ♦ù ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r Hˆ ❡①❛❝t✱ q✉✐ ❛❞♠❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts é❧❡❝tr♦✲
♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ✭♣♦✉r
✶✽
●é♥ér❛❧✐tés ✿
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✮ ✿
Ei+1 ≥ Ei
▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥é❣❛t✐✈❡✱ ♦✉ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ E0✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡st Ψ0 ✿
Hˆ|Ψ0〉 = E0|Ψ0〉 ✭✶✳✶✹✮
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡
s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♠❡s✉r❛❜❧❡
O ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♠♠é Oˆ✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ O ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡ Ψ(x1, x2, ..., xN ) ❡st ✿
〈Oˆ〉Ψ =
∫
Ψ∗(x1, x2, ..., xN )OˆΨ(x1, x2, ..., xN )dx1dx2...dxN
= 〈Ψ|Oˆ|Ψ〉
✭✶✳✶✺✮
❖♥ ♥♦t❡✱ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ |Ψ〉 q✉❛♥❞ ♦♥ ❧✉✐ ❛ ❛♣♣❧✐q✉é ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Oˆ ❡st ♣r♦❥❡té s✉r |Ψ〉✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù |Ψ〉 ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡ Oˆ✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ O ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳ ❖♥ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❡①❛❝t❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ 〈Ψ|Oˆ|Ψ〉✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧✱ q✉✐ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé
❡♥ ❝❤✐♠✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉①
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛❞♠❡t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù Oˆ ❡st
❧✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳
❆ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✿
δEΨ = 0 ✭✶✳✶✻✮
✶✾
●é♥ér❛❧✐tés ✿
❖ù E ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t Ψ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
EΨ =
〈Ψ|H|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 ✭✶✳✶✼✮
✶✳✷✳✽ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✿
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
s✉✐✈❛♥t✱ ♣❛r ✿
Fˆ = F (1) = Hˆc(1) +
∑
i
[Jˆi(1)− Kˆi(1)]
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❍❛rtr❡❡✱ ✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✸ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣❛r ❋♦❝❦ ❬✷✸❪✱
❛✜♥ ❞❡ r❡❝t✐✜❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❍❛rtr❡❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ P❛✉❧✐✱
s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ s♦✉s ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s✳ ■❧ ❛
❛✉ss✐ ♠♦♥tré q✉❡ ♣❛r ❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s ❡t s♦✉str❛❝t✐♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s
♣r♦❞✉✐ts ❞❡ t②♣❡ ❍❛rtr❡❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡①✐❣é❡ ♣❛r ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ P❛✉❧✐ ✭❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉① ❢❡r♠✐♦♥s✮✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé ❡st ❝♦♥♥✉ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐
s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❙❧❛t❡r ❛ r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡
❡st ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ♥♦♠♠é❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❙❧❛t❡r ❬✽✶❪✱ ❬✽✷❪ ✿
Ψ =
1√
n!
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
χ1(x1) χ1(x2) . . . χ1(xn)
χ2(x1) χ2(x2) . . . χ2(xn)
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .
χn(x1) χn(x2) . . . χn(xn)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
✭✶✳✶✽✮
❈❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ n é❧❡❝tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
✷✵
●é♥ér❛❧✐tés ✿
t✐♦♥ ❞❡s s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
♦ù ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s s♦♥t ❝♦rré❧és✳
✶✳✷✳✾ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✿
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✿
Fˆχk = ekχk ✭✶✳✶✾✮
❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡s q✉✐ s❡r✈❡♥t à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❙❧❛t❡r✳
Fˆ ✿ ▲✬❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠♦♥♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳
χk ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥✳
ek ✿ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬ét❛t χk✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡st ❝♦♥♥✉ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡s
♦❝❝✉♣é❡s✳ ❖r✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❋♦❝❦✳ P♦✉r s♦rt✐r ❞❡ ❝❡ ❝❡r❝❧❡ s❛♥s ✜♥✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡
❧❡ s②stè♠❡ ❛✐t ❛tt❡✐♥t s❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❡ ✭❝❤❛♠♣ ❛✉t♦✲❝♦❤ér❡♥t✮✳
❍②♣♦t❤ès❡s ✿
P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✱ ♥♦✉s t❡♥♦♥s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ✿
✕ ▲❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♥♦②❛✉① s♦♥t ✜①❡s ✿ ❝✬❡st ✉♥ ❝❛s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r✱
❝❡❝✐ ❡st ❞û à ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ mN q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥ me✳
✕ ❈♦♠♠❡ ❧✬❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡st ♠♦♥♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞♦♥❝ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ q✉✐ ❡st ❞û
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ✧❝❤❛♠♣ ❛✉t♦✲❝♦❤ér❡♥t✧ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳
❆❧♦rs ❧✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Fˆ = F (1) = Hˆc(1) +
∑
i
[Jˆi(1)− Kˆi(1)] ✭✶✳✷✵✮
❖ù Hˆc(1) ❡st ❧✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❝♦❡✉r r❡❧❛t✐❢ à ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ✭✶✮✳
▲❡s t❡r♠❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ 1/r12 ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
✷✶
●é♥ér❛❧✐tés ✿
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s r❡♣ér❛♥t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✳
❡st ❞é✜♥✐❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳
Jˆi(1) ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❈♦✉❧♦♠❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧✬é❧❡❝tr♦♥ 1✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧✬é❧❡❝tr♦♥ 2✳
Jˆi(1) =
∫
(2)
χ∗i (2)
1
r12
χi(2)dτ2 ✭✶✳✷✶✮
▲✬♦♣ér❛t❡✉r Kˆi(1) ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r s♦♥ ❛❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ χt ✭✶✮ ✿
Kˆi(1)χt(1) = χi(1)
∫
(2)
χ∗i (2)
1
r12
χt(2)dτ2 ✭✶✳✷✷✮
Jˆi ❡t Kˆi(1) r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ é❧❡❝✲
tr♦♥ ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❧♦❝❛❧ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♠♦②❡♥ ❝réé ♣❛r ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡ χi✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥t✐s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡ ❀ ❡♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t s✉r ❧✬♦r❜✐t❛❧❡ χt(1)✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s✳
◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Fˆ ♣❛r s❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ Flt ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s N s♣✐♥♦r✲
❜✐t❛❧❡s χk ✭♠❛tr✐❝❡ N ×N✮ ✿
✷✷
●é♥ér❛❧✐tés ✿


F11 F12 . . . F1t
F21 F22 . . . F2t
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .
Fl1 . . . . Flt


✭✶✳✷✸✮
❆✈❡❝
t = 1, ..., N
l = 1, ..., N
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ❬✷✾❪✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡✱ ♣♦✉r
❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♥♦r♠❛❧✐sé❡
❡t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ Ψ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
❡①❛❝t❡ Ψ0 ❞✬♦ù 〈Ψ|H|Ψ〉 ≥ E0✳ E0 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣r♦♣r❡ ❡①❛❝t❡✳ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré✱ ❧✬é❣❛❧✐té ♥✬❡st ❛tt❡✐♥t❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ Ψ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡
à Ψ0✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡①❛❝t❡ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ s❡r✈✐r ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡
❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❙❧❛t❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❡t ❡♥
♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ 〈Ψ|H|Ψ〉 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡Ψ✳ ▲✬♦♣t✐♠✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❧é❣èr❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡
♥✬❡♥tr❛î♥❡ ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tr✐❝✐❡❧ ♠♦♥♦✲
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ Fˆlt ✭♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❋♦❝❦✮ s✉✐✈❛♥t ✿
✷✸
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Fˆlt = 〈χl(1)|Hc(1)|χt(1)〉
+
∑
i
〈χl(1)χi(2)| 1
r12
|χt(1)χi(2)〉︸ ︷︷ ︸
(1)
−
∑
i
〈χl(1)χi(2)| 1
r12
|χt(2)χi(1)〉︸ ︷︷ ︸
(2)
✭✶✳✷✹✮
▲❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡s
✭✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té✱ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡s χl ❡t χt✱ ❛♣♣❛r❛ît
❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r F ♠♦♥♦é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡s s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s χ✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡st ✿
Fˆχk = ekχk
◆♦t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ χk ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❦✐è♠❡ s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡✳
P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ Fˆ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Hˆc✱ Jˆ ❡t Kˆ✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sé s♦✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✈♦✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞✐❛❣♦✲
♥❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t
q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s s✐♠♣❧❡s ❀ ❛✉ ❞❡❧à✱ ❧❡ r❡❝♦✉rs ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ✐♥✲
❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ F ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛♣rès ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡s s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡s ❝♦rr✐❣é❡s
❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ♦✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧❛ ♥✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Flt(n) ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s à ❧❛ ♥✐è♠❡
✐tér❛t✐♦♥✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
Flt(n) = 〈χl(n)(1)|Hc(1)|χt(n)(1)〉
+
∑
i
〈χl(n)(1)χi(2)|
1
r12
|χt(n)(1)χi(2)〉 −
∑
i
〈χl(n)(1)χi(2)|
1
r12
|χt(n)(2)χi(1)〉
✭✶✳✷✺✮
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭♣♦✉r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♥✮ ✿
✷✹
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(Flt(n) − ekn)χln+1 = 0 ✭✶✳✷✻✮
ekn ✿ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ✭é♥❡r❣✐❡✮ ♣♦✉r ❧❛ s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❦n✳
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡ ekn✱ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡
❞✉ s②stè♠❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✮✱ ♣♦✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿
ek0
ek1
.
.
.
ekn
ekn+1
❊t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡✳ ◆♦✉s
♦♣ér♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣r❡sq✉❡
♥✉❧❧❡ ✭❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ♣ré✲❞é✜♥✐✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✭❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
❧✬é♥❡r❣✐❡✮ ✿
|ekn − ekn+1| ≃ 0 ✭✶✳✷✼✮
❈❡ q✉✐ ❡st ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✷✺
●é♥ér❛❧✐tés ✿
χkn+1(1) ≃ χkn(1) ✭✶✳✷✽✮
▼❛✐s ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ χk(1) ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❝♦♥♥✉❡ ✭❞✐✣❝✐❧❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ❝❛r
♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✮✳
✶✳✷✳✶✵ ❖r❜✐t❛❧❡s ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✭❖▼✮ ❞❛♥s ❧✬❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❈♦♠❜✐♥❛✐✲
s♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞✬❖r❜✐t❛❧❡s ❆t♦♠✐q✉❡s ✭▲❈❆❖✮ ✿
▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠♦♥♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ s♦♥t
♣✉r❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❡✉r ✉s❛❣❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❞ès q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ❝♦♠♣♦rt❡
♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❛t♦♠❡s✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❛❧❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲✳❈✳❆✳❖
✭▲✐♥❡❛r ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❆t♦♠✐❝ ❖r❜✐t❛❧s✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ♦r❜✐t❛❧❡ ♠♦❧é❝✉✲
❧❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡st s✉❜st✐t✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ à ❝♦✉❝❤❡ ❢❡r♠é❡ ♦ù ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
▲✳❈✳❆✳❖✱ ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s Ψi q✉✐ s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❞❡ ◆ ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s s✬é❝r✐✈❡♥t ✿
Ψi =
N∑
µ=1
Cµiϕµ
ϕµ ✿ ❖r❜✐t❛❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ µ✱ ♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ µ ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s q✉❛♥✲
t✐q✉❡s ✿ n, l ❡t m ❡t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ζ ✭❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ζ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳
Cµi ✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❜✐t❛❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ µ ❞❛♥s ❧✬♦r❜✐t❛❧❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✐ ✭❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧s✮✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕµ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡✉r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡
❡st ✐♠♣♦sé❡✳ ■❧ s✉✣r❛ ❞✬❡♥ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ♦r❜✐t❛❧❡s s✉r ❞❡s ❛t♦♠❡s
❞✐st✐♥❝ts✳
✷✻
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✶✳✷✳✶✶ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✿
❙❛♥s ♣❛r❛♠ètr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✜①é ♦✉ ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ à
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♠✉❧t✐é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥❤ér❡♥t❡s à ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❡♥tré❡s s✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s✱ q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ✉♥❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ✿ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✳
❉❡♣✉✐s ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❜❛s❡✱ ♥♦♠♠é❡s ❛✉ss✐ ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✱ ♦♥t été ré♣❡rt♦r✐és✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✿
✶✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❡①✳ ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❙❧❛t❡r✮✳
✷✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳
◆♦✉s ❡♥ ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ét❛♥t ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳
✶✳✷✳✶✶✳✶ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✿
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ●❚❖ ✭●❛✉ss✐❛♥ ❚②♣❡ ❖r❜✐t❛❧s✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡s ❡♥
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❈❛rtés✐❡♥♥❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
χL,α = Cx
mynzle−α|r
2|Yl,m
❛✈❡❝ C ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ α ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t L = l + m + n q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛r ❧❡✉r s②♠étr✐❡ ✭L = 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❤ér✐q✉❡ ♦✉ ❞❡ t②♣❡
s✱ L = 1 ♣♦✉r tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ p ❡t L = 2 ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ s ❡t ❝✐♥q ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ t②♣❡ d✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s✳
✶✳✷✳✶✶✳✷ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❙❧❛t❡r ✿
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❙❧❛t❡r ❙❚❖ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✷✮ ✭❙❧❛t❡r ❚②♣❡ ❖r❜✐t❛❧s✮ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣❛r ✿
✷✼
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χn,l,m,ζ(r, θ, ϕ) = Nr
n−1e−ζrYl,m(θ, ϕ)
♦ù N ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ζ ❡st ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❙❧❛t❡r✱ n, l,m s♦♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s ❡t Yl,m ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s♣❤ér✐q✉❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Yl,m(θ, ϕ) =
√
2l + 1
4π
(l −m)!
(l +m)!
P lm(cosθ)e
imϕ
P lm(x) =
(−1)l
2ll!
(1− x)m/2 ∂
l+m
∂xl+m
[(x− l)l]
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❙❧❛t❡r ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ♥♦❡✉❞s r❛❞✐❛✉① ❝♦♠♠❡ ♦♥
♣♦✉rr❛✐t s✬② ❛tt❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❛❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡✳
▲❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❤②❞r♦❣è♥♦ï❞❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❞❡
❧✬❛t♦♠❡ ♠♦♥♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❝♦rr❡❝t❡✱ ❞❡ t②♣❡ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ r ❡t ♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡s❝♦♠♣té ♣rès ❞✉ ♥♦②❛✉ ✿ s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡❜r♦✉ss❡✲
♠❡♥t✴❝✉s♣✳ ▲❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❤②❞r♦❣è♥♦ï❞❡s r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑❛t♦ ❬✹✺❪✳ ▲❡s ♦r❜✐✲
t❛❧❡s ❞❡ ❙❧❛t❡r s♦♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭s❛♥s ♥♦❡✉❞ r❛❞✐❛❧✮ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❤②❞r♦❣è♥♦ï❞❡s✳
❈❡❝✐ ✐♠♣♦s❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ ❙❧❛t❡r✳ ❈❡s ❡①♣♦s❛♥ts s♦♥t ♦♣t✐♠✐sés ❡t
✜①és✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✳
✶✳✷✳✶✷ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❍❛rtr❡❡ ❋♦❝❦ ▲❈❆❖ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲❘♦♦t❤❛❛♥ ✿
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✭❖r❜✐t❛❧❡s ❆t♦♠✐q✉❡s✮ s♦♥t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ♦rt❤♦♥♦r♠é❡s s✉r
✉♥ ❝❡♥tr❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❧❡✉r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t s✉r ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s✱ s♦✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡
Sλµ = 〈ϕλ|ϕµ〉✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡s ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❛✈❛♥t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡s
❝②❝❧❡s ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ▲✳❈✳❆✳❖ s♦✐❡♥t ❧❡s Cµi ❞é✜♥✐s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❘❍❋ ✭❘❡str✐❝t❡❞ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✮✱ q✉✐ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦r❜✐t❛❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
✷✽
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❙❚❖ ✶s ❡t ●❚❖
❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ s♣✐♥✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Fλµ = H
c
λµ +
n∑
j=1
∑
ν
∑
η
CνiCηj
[
2〈λµ|νη〉 − 〈λη|νµ〉
]
✭✶✳✷✾✮
❛✈❡❝ ✿
〈λµ|νη〉 = 〈φλ(1)φµ(2)| 1
r12
|φν(1)φη(2)〉 ✭✶✳✸✵✮
❝✬❡st ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s φ✳
❉♦♥❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s
❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ ◆♦✉s ❧❡s ♠♦♥tr❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é
❝❡s ❝❛❧❝✉❧s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲❘♦♦t❤❛❛♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ▲✳❈✳❆✳❖ ✐♠♣♦s❡♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿
∑
λ
Cλi
[
Fλµ − eiSλµ
]
= 0 ✭✶✳✸✶✮
ei ✿ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬♦r❜✐t❛❧❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✐✳
✷✾
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
Sλµ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s λ ❡t µ ♦ù
Sλµ = 〈ϕλ(1)|ϕµ(1)〉 ✭✶✳✸✷✮
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s✉✐✈❛♥t ✿
|Fλµ − eiSλµ| = 0 ✭✶✳✸✸✮
❈❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ei ✭✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✮✳ ❆♣rès
❛✈♦✐r ♦❜t❡♥✉ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ♦♥ ❧❡s r❡♠♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❘♦♦t❤❛❛♥✮ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts Cλi ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦r❜✐t❛❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ei✳
✶✳✸ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❚♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ à N é❧❡❝✲
tr♦♥s ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡①❛❝t❡✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲❘♦♦t❤❛❛♥✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡s ét❛ts ♣r♦♣r❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡♥
❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t très ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s✱
❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❝r♦✐t ❛✈❡❝ N4✱ N ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❜❛s❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ét✉❞✐❡r ❞❡s s②stè♠❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s
s♦❧✐❞❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ♥é✲
❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❡t s✉rt♦✉t s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s
♠ét❛✉①✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s q✉❛r❛♥t❡ ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♦✉ ❉❋❚ ✭❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥♥❛❧ ❚❤❡♦r②✮ ❛ été ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r
❧❡s ét✉❞❡s ❞❡s ❞✐✈❡rs s②stè♠❡s ❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ❡t s✬❡st ✐♠♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡
❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣♦st ❍❋✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❡①♣r✐♠❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ s✉r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ Ψ✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❉❋❚ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❡①♣r✐♠❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ρ(~r)
❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❛ ❉❋❚ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♠♠❡
✸✵
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à N é❧❡❝tr♦♥s ❡st ❛✐♥s✐ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ρ(~r)✱ q✉✐ ❡st ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3N ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ Ψ✳ ❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st
❡♥ ✶✾✷✼✱ q✉❡ ▲✳ ❍✳ ❚❤♦♠❛s ❬✾✵❪ ❡t ❊✳ ❋❡r♠✐ ❬✷✶❪ ♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❡①♣r✐♠é ❧✬é♥❡r❣✐❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té✳ ❉❛♥s ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s s♦♥t tr❛✐té❡s ❝❧❛ss✐✲
q✉❡♠❡♥t ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❈❡
♠♦❞è❧❡ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré ♣❛r P✳ ❆✳ ▼✳ ❉✐r❛❝ ❬✷✵❪ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡
r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥s✳ ❯♥ ♣❡✉ ♣❧✉s t❛r❞✱
❏✳ ❈✳ ❙❧❛t❡r ❬✽✸❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ❣❛③ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❜✐❡♥ ❛♠é❧✐♦ré ❛✈❡❝ ✉♥
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲❙❧❛t❡r ❛ été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ▼❛✐s ❧❛ ❉❋❚ ❛ ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❞é❜✉té ❛✈❡❝ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①
❞❡ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❡t ❑♦❤♥ ❡♥ ✶✾✻✹ ❬✹✶❪✱ q✉✐ ♦♥t ét❛❜❧✐✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t s❛ ❞❡♥s✐té✳ ■❧ ♥♦✉s ♣❛r❛ît ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡r ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ρ(~r)✱ ❛✈❛♥t
❞✬❛❜♦r❞❡r s❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts✳
✶✳✸✳✶ ▲❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✿
▲❛ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ♣❛r
✉♥✐té ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ Ψ✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ρ(~r) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t t♦✉t❡s
❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♣✐♥ s❛✉❢ ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ✭✶✮
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t s♦♥ ét❛t ❞❡ s♣✐♥ ✿
ρ(~r) = N
∫
...
∫
|Ψ( ~x1, ~x2, ..., ~xN )|2ds1d ~x2...d ~xN ✭✶✳✸✹✮
~xi = ~ri, si ✭✶✳✸✺✮
■❝✐✱ ρ(~r) ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❞❡s N é❧❡❝tr♦♥s ❞❛♥s ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ d~r✱
✸✶
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t s♦♥ s♣✐♥✱ ❡t q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡ s♣✐♥ ❞❡s N−1 ❛✉tr❡s é❧❡❝tr♦♥s✳ ▲♦rs ❞❡
❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❡t ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❧♦❝❛❧✐sé ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡
❬✼✹❪✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é❡ ❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ρ(~r)✳
■❝✐✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✿
✕ ▲❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ρ(~r) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s
tr♦✐s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✭①✱②✱③✮ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ q✉❛♥❞ ~r t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❡t ❞♦♥t
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ✿


lim
~r→∞
ρ(~r) = 0
∫
ρ(~r)d~r = N
✭✶✳✸✻✮
✕ ▲❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ρ(~r) à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡st ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ♠❡s✉ré❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❳✳
✕ ▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ρ(~r) ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ♥♦②❛✉ ❛t♦♠✐q✉❡ ✿
lim
~r→~a
∇ρ(~r)
ρ(~r)
= −2Za ✭✶✳✸✼✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐q✉❡r
q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ s✉✣t à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❛t♦♠✐q✉❡✱ ❡t ❝✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▼❛✐s ❝✬❡st à ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❡t
❑♦❤♥ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡①❛❝t✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳
✸✷
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
✶✳✸✳✷ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❢♦♥❞❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ✿
❈✬❡st ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❡t ❑♦❤♥ ❡♥ ✶✾✻✹ ❬✹✶❪ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛ ré❡❧❧❡♠❡♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r ❛✈❡❝ s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳
✶✳✸✳✷✳✶ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❡t ❑♦❤♥ ✿
▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P✳ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❡t ❲✳ ❑♦❤♥ ❡♥ ✶✾✻✹ ❬✹✶❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❥✉st✐✲
✜❝❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ à ❧✬✐❞é❡ q✉✬à ✉♥❡ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①t❡r♥❡
✉♥✐q✉❡ Vext(~r)✱ q✉✐ ❡st ❡♥ ❡✛❡t✱ ❞ét❡r♠✐♥é✱ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✱ ♣❛r ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ρ(~r)✳
❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ρ(~r) ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦✲
♥✐❡♥ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬é❧❡❝tr♦♥s (N)✱ ❛②❛♥t ❧❡s ♥♦②❛✉① ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s (Ra) ❡t ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ♥✉❝❧é❛✐r❡s (Za)✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s
❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ Hˆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❡t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s
❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ T [ρ(~r)]✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
V [ρ(~r)] ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ E[ρ(~r)]✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ é❝r✐r❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♠♠❡ ✿
E[ρ(~r)] = ENe[ρ(~r)] + T [ρ(~r)] + Eee[ρ(~r)]
=
∫
ρ(~r)Vne(~r)d~r + FHK [ρ(~r)]
✭✶✳✸✽✮
❆✈❡❝
FHK [ρ(~r)] = T [ρ(~r)] + Eee[ρ(~r)] ✭✶✳✸✾✮
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❍♦❤❡♥❜❡r❣✲❑♦❤♥ FHK [ρ(~r)] ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✱ s✐♥♦♥
♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❡t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ Eee[ρ(~r)]✱ ❡❧❧❡ ❡st
✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s ❡①tr❛✐r❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ J [ρ(~r)] ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✿
✸✸
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
Eee[ρ(~r)] =
∫ ∫
ρ(~r1)ρ(~r2)
r12
d~r1d~r2 + Encl[ρ(~r)]
= J [ρ(~r)] + Encl[ρ(~r)]
✭✶✳✹✵✮
Encl[ρ(~r)] ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✿ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥❣❡
❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ❡t ❧❛ ✧❵s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✧✬✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ Encl ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♥✲
♥✉❧❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✧s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✧ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❏✳
✶✳✸✳✷✳✷ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❡t ❑♦❤♥ ✿
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬ét❛❜❧✐r q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❝♦♥♥✉❡✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡st ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ s②stè♠❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ▼❛✐s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐
s❡ ♣♦s❡ ❡st ✿ ❝♦♠♠❡♥t ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s êtr❡ sûrs q✉✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞♦♥♥é❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡
❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❝❤❡r❝❤é ❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❛ été ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❡t ❑♦❤♥
❞❛♥s ❧❡✉r ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❬✹✶❪✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ FHK [ρ(~r)] ❡st ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❞❡r à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡✱
s✐ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡♥tré❡ ❡st ❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❝❡
q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ✿
E0 ≤ E[ρ¯(~r)] = T [ρ¯(~r)] + ENe[ρ¯(~r)] + Eee[ρ¯(~r)] ✭✶✳✹✶✮
▲✬é♥❡r❣✐❡ E[ρ¯(~r)] ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à t♦✉t❡ ❞❡♥s✐té ❞✬❡ss❛✐ ✭♥♦té❡ ρ¯(~r)✮✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❧✐♠✐t❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ρ¯(~r) ≥ 0 ❡t ∫ ρ¯(~r) = N ✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①t❡r♥❡ Vext(~r)✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①t❡r♥❡
Vext ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ❈❡
❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❛ss✉r❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ à
❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ P♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❧✐♠✐té à ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r
✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚✱ ♠❛✐s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ ❍♦❤❡♥❜❡r❣✲❑♦❤♥ FHK [ρ(~r)] ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t
✸✹
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
♣❛s ❝♦♠♠❡♥t ❛❣✐r s✉r ρ¯(~r) ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❈❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♦♥t été ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❡♥ ✶✾✻✺✱ ♣❛r ❑♦❤♥ ❡t ❙❤❛♠ ❬✹✽❪✳
✶✳✸✳✷✳✸ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❑♦❤♥ ❡t ❙❤❛♠ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♦r❜✐t❛❧❛✐r❡ ✿
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ F [ρ(~r)] ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡♥s✐té ρ(~r)✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ✿
E0 = minρ(~r)(F [ρ(~r)] +
∫
ρ(~r)VNe(~r)d~r) ✭✶✳✹✷✮
F [ρ(~r)] = T [ρ(~r)] + J [ρ(~r)] + Encl[ρ(~r)] ✭✶✳✹✸✮
T [ρ(~r)] r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ J [ρ(~r)] r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱
❡tEncl[ρ(~r)] r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♥♦♥✲❝❧❛ss✐q✉❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❝♦♥♥✉❡ ❡st J [ρ(~r)] ✿
J [ρ(~r)] =
1
2
∫ ∫
ρ(~r1)ρ(~r2)
r12
d~r1d~r2 ✭✶✳✹✹✮
❆✜♥ ❞❡ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐ q✉✐ ❛ ❞é❥à ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ❡♥ ✶✾✻✺✱ ❲✳ ❑♦❤♥ ❡t ▲✳ ❏✳ ❙❤❛♠ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ très
✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ sé♣❛r❡ ❞é❥à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❖r ❧❡ ❞é❢❛✉t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st q✉✬✐❧ r❡♥❞❛✐t t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s
✐♥st❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❢r❛❣♠❡♥ts q✉✐ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞❛✐t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦✐♥❞r❡
❧✐❛✐s♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❡ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ét❛✐t ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s q✉❡ ❑♦❤♥ ❡t ❙❤❛♠ ♦♥t ❡ss❛②é ❞❡ tr♦✉✈❡r ❝♦♠♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r
❧✬é♥❡r❣✐❡ T [ρ(~r)] ❞✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢❛ç♦♥✳
❘❡✈❡♥♦♥s à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❑♦❤♥ ❡t ❙❤❛♠✱ ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ✶✾✻✺ ❬✹✽❪ ❀ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
✸✺
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❝✐♥ét✐q✉❡ ❡①❛❝t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❡♥s✐té
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ré❡❧ ✿
Ts = −1
2
N∑
i
〈Ψi|∇2|Ψi〉 ✭✶✳✹✺✮
ρs(~r) =
N∑
i
|Ψi(~r,~s|2 = ρ(~r) ✭✶✳✹✻✮
❖ù Ψi s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ♠♦♥♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t✳ ❑♦❤♥ ❡t
❙❤❛♠ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ F [ρ(~r)]✳ ■❧s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r Ts ✭❧✬é♥❡r❣✐❡
❝✐♥ét✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✮✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ré❡❧❧❡
❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✿
F [ρ(~r)] = Ts[ρ(~r)] + J [ρ(~r)] + Exc[ρ(~r)] ✭✶✳✹✼✮
❛✈❡❝ Exc[ρ(~r)] ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
Exc[ρ(~r)] = (T [ρ(~r)]− Ts[ρ(~r)]) + (Eee[ρ(~r)]− J [ρ(~r)]) ✭✶✳✹✽✮
■❝✐ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s ♥♦♥✲❝❧❛ss✐q✉❡s ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
é❧❡❝tr♦♥✲é❧❡❝tr♦♥✳
❖♥ é❝r✐t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✈✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿
E[ρ(~r)] = Ts[ρ(~r)] + J [ρ(~r)] + Exc[ρ(~r)] + ENe[ρ(~r)] ✭✶✳✹✾✮
✸✻
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❊t ❞♦♥❝✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡①❛❝t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts t❡r♠❡s ✿
E[ρ(~r)] = Ts[ρ(~r)] +
1
2
∫ ∫
ρ(~r1)ρ(~r2)
r12
d~r1d~r2 + Exc[ρ(~r)] +
∫
VNeρ(~r)d~r
=
Ts[ρ(~r)]︷ ︸︸ ︷
−1
2
N∑
i
〈Ψi|∇2|Ψi〉+
J [ρ(~r)]︷ ︸︸ ︷
1
2
N∑
i
N∑
j
∫ ∫
|Ψi(~r1)|2 1
r12
|Ψj(r2)|2d~r1d~r2
+ Exc[ρ(~r)]−
N∑
i
∫ M∑
a
Za
r1a
|Ψi(~r1)|2d~r1︸ ︷︷ ︸
Eext[ρ(~r)]
✭✶✳✺✵✮
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r q✉❡❧ ❥❡✉ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s Ψi✱ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝❡tt❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ 〈Ψi|Ψj〉 = δij ✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ✿
(−1
2
∇2 + [
∫
ρ(~r2)
r12
d~r2 + Vxc(~r1)−
M∑
a
Za
r1,a
])Ψi = (−1
2
∇2 + Vs(~r))Ψi = εiΨi ✭✶✳✺✶✮
❆✈❡❝
Vs(~r) =
∫
ρ(~r2)
r12
d~r2 + Vxc(~r1)−
M∑
a
Za
r1,a
✭✶✳✺✷✮
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬❛✉t♦✲❝♦❤ér❡♥❝❡✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té
ρ(~r) ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠✱ q✉✐ s♦♥t ❡❧❧❡s ♠ê♠❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
Vs(~r) ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ρ(~r)✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s Vs(~r) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❬✶✳✺✷❪✱ q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❬✶✳✺✶❪ ♣♦✉r Ψi✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞❡♥s✐té ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❬✶✳✹✻❪✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♣♦t❡♥t✐❡❧ Vs(~r)✱ ❡t❝✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ré♣été❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❍❋✮✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❢❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
✸✼
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
t✐♦♥s ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt ✭❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡
❙❧❛t❡r✮✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡st ❡①❛❝t❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ ❢❛✉t
❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ Exc ❡t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
Vxc(~r)✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ q✉❡ Vxc ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Exc ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡♥s✐té ρ ✿
Vxc(~r) =
δExc
δρ(~r)
✭✶✳✺✸✮
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❉❋❚✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❛ ❢♦r♠❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té Vxc ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳
✶✳✸✳✸ ❚②♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✿
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r❜✐t❛❧❛✐r❡
❞❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠✱ ❞❡♠❡✉r❡ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s s♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳ Pr♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ E[ρ(~r)] ❛ été ré❞✉✐t❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ FHK [ρ(~r)]✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t à
✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ Exc[ρ(~r)] ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡✱
t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❧❡✉r ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡s é✈❛❧✉és✱ ❡①❝❡♣té ❧❡ t❡r♠❡
❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥✮ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦rt❡r ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❞❡
t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳
❊♥ rés✉♠é ✿ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡
t❡r♠❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♦✉ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥❣❡✲
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞✬❛❝t✉❛❧✐té ❡t ♥♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❞❡
❞✐✛ér❡♥ts ✬r❛♥❣s✬ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♦♥t ❞é❥à été ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❬✻✽❪✳
✶✳✸✳✸✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❡♥s✐té ▲♦❝❛❧❡ ✭▲❉❆✮ ✿
▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ Exc q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts é❧❡❝tr♦♥s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ❝❡ ❜✉t✳ ❉❛♥s ❞❡
✸✽
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦♥t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥ts ✭❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✱ é❧é✲
♠❡♥ts ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❧❛♥t❤❛♥✐❞❡s✱ ❡t❝✮ ❡t Exc ❞♦✐t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ❛✈❡❝ s♦✐♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✱ ❡t q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❧♦❝❛❧❡
▲❉❆ ✭▲♦❝❛❧ ❉❡♥s✐t② ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❊❧❧❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❑♦❤♥ ❡t ❙❤❛♠ ❡t q✉✐ r❡♣♦s❡
s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣❛③ ❤♦♠♦❣è♥❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✿
Elocxc [ρ(~r)] =
∫
d3~rf(ρ(~r)) ✭✶✳✺✹✮
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ ❣❛③ ✉♥✐❢♦r♠❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①t❡r♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♥❡✉tr❛❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲
❝♦rré❧❛t✐♦♥ εLDAxc [ρ(~r)] ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣❛③ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té [ρ(~r)]✱ ❡t
Exc s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ s✉r t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
ELDAxc [ρ(~r)] =
∫
ρ(~r)εLDAxc [ρ(~r)]d
3~r ✭✶✳✺✺✮
❆✈❡❝
εLDAxc [ρ(~r)] = ε
LDA
x [ρ(~r)] + ε
LDA
c [ρ(~r)] ✭✶✳✺✻✮
❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✱ ❝❡
q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ ❬✶✺❪✳ ▲❛ ▲❉❆ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡t
♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s ♦✉ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥s ❞és❛✈❛♥t❛❣❡s✱
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦❤és✐♦♥ ❞❡s s♦❧✐❞❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❬✹✹❪✱ ❬✹✻❪✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
✸✾
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
▲❉❆ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞❡♥s✐tés é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ✈❛r✐❛♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳
✶✳✸✳✸✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ●r❛❞✐❡♥t ●é♥ér❛❧✐sé ✭●●❆✮ ✿
❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ▲❉❆✱ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❡st ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐✲
s❛♥t ❞❛♥s ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♠❛✐s✱ ❛✉ss✐ s♦♥
❣r❛❞✐❡♥t ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❣é♥é✲
r❛❧✐sé ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●r❛❞✐❡♥t ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ ●●❆✳ ▲❛ ●●❆ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭εxc(ρ, ~∇ρ)✮ s♦✐t ✿
EGGAxc [ρ(~r)] =
∫
ρ(~r)εGGAxc (ρ(~r), ~∇ρ(~r))d3~r ✭✶✳✺✼✮
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é✲
❧✐♦r❡r ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝♦❤és✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ ●●❆
s✉r ❧❛ ▲❉❆ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦✉✈é❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ●●❆ ❛♠é❧✐♦r❡
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ▲❉❆ ❬✽✾❪✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡
❝❛❧❝✉❧s ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❉❋❚ ❡①❛❝ts✱ ❝❛r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥é❝❡ss✐t❡ ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
✶✳✸✳✸✳✸ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❤②❜r✐❞❡s ✿
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❤②❜r✐❞❡s ✉s✉❡❧❧❡s ♦❝❝✉♣❡♥t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❉❋❚✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❬✹✼❪✳ ▲♦rsq✉❡ ❑♦❤♥ ❡t ❙❤❛♠ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ✶✾✻✺✱ ✐❧s ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à
♠❡♥t✐♦♥♥é ❧✬✐♥térêt q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛✈♦✐r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t ✐❧s ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ét❛❜❧✐ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♣♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ r❡st❛♥t ✐♥❝❤❛♥❣é ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ▲❉❆✳
■❧s ❛✈❛✐❡♥t ♥♦té q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❛✉r❛✐t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❤②❜r✐❞❡✱
✉♥❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡✳ ❆ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❤②✲
✹✵
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❜r✐❞❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ✐ss✉ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
r❡st❡ ❛ss❡③ r❡str❡✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s♦❧✐❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❍❋ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ r❡st❡ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r
t♦✉t❡s ❧❡s ❡rr❡✉rs ✐♥❤ér❡♥t❡s à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❋❚✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❤②❜r✐❞❡s ♥❡
♣r♦❞✉✐s❡♥t q✉✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ q✉❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❛✐♥s✐
q✉✬❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐q✉❡✮ ❡r✲
r♦♥é ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❤②❜r✐❞❡s✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t
s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡ ❬✺❪ ❬✻❪✱ ❇❡❝❦❡ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ t②♣❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té✳ ▲❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❇✸▲❨P ✿
EB3LY Pxc = aE
HF
x + (1− a)aEexactx + b∆aEB88x + ELDAc + c(ELY Pc + ELDAc ) ✭✶✳✺✽✮
❖ù a = 0, 80✱ b = 0, 72 ❡t c = 0, 81
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✱❜ ❡t ❝ s♦♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ✉♥ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡s ❝❤❛✲
❧❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ♣ré❝✐s ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❬✽✼❪✱ ❡t s✉r♣❛ss❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❤❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s
♠ét❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜♥❛❧ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧✬é❝❤❛♥❣❡
❡t à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❉❋❚ ❬✾✺❪ ❬✼❪✳
✶✳✸✳✸✳✹ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✿
P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❞s♦r❜é❡s s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ♠ét❛✉① ❡t ❞✬♦①②❞❡s✱
♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✉ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✿ ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ▲❉❆✱ ❧❛ ●●❆✱ P❇❊ ❡t❝ ✳✳✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ P❇❊ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r P❡r❞❡✇✱
❇✉r❦❡ ❡t ❊r♥③❡r❤♦❢ ✭P❇❊✮ s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ♣✉r❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ●●❆✳
◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛✉t❡✉rs✳
■❧ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛✈éré q✉❡ ❧❛ ●●❆ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❛ ▲❉❆✱ s✉rt♦✉t ❡♥
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡
✹✶
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s P❇❊ s♦♥t t♦✉t à ❢❛✐t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐q✉❡s
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s très ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♥❡ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ét✉❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s à tr❛✐t❡r ❞❡s
s②stè♠❡s à ❝♦✉❝❤❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✭❈✉✮✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞♦♥❝ ❞✬êtr❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s ❞❡ ❱❛♥ ❉❡r ❲❛❛❧s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞❡ ❈✉ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t
❢❛✐❜❧❡s ❡t ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ② ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❖r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡
❱❛♥ ❉❡r ❲❛❛❧s ❡st ❛ss❡③ ♠❛❧ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ▲❉❆ ❡t ●●❆ ❀ ❧❛ ▲❉❆
s♦✉s✲❡st✐♠❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ●●❆ ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♠ê♠❡
♣❛s ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥✳ ▲❡ ❈✉✐✈r❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♠ét❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r
❝❡s ♦r❜✐t❛❧❡s d q✉✐ s♦♥t t♦✉t❡s ♦❝❝✉♣é❡s ❡t très ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ✭é❧❡❝tr♦♥s ❞✉
❝♦❡✉r✮✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♠♦t✐✈❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré
q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ●●❆ ✭P❲✾✶✱ P❇❊✮ ❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ à ❧❛ ▲❉❆
s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡✳ ❉♦♥❝✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ●●❆✲P❇❊ ❬✻✾❪ ❝♦♠♠❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♥♦s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛❧❝✉❧s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❛♥s
❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳
❉ès ✶✾✻✺✱ ❑♦❤♥ ❡t ❙❤❛♠ r❡✲❢♦r♠✉❧❡♥t ❧❛ ❉❋❚ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♠♦♥♦❞❡t❡r✲
♠✐♥❛♥t❛❧ ❜❛sé s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦♥♦✲é❧é❝tr♦♥✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s str✉❝t✉r❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❙❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s✱
❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❡t ❧❡s s♦❧✐❞❡s✳
▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ Exc ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡
s♣✐♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s n ↑ (σ) ❡t n ↓ (σ) q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
❊❧❧❡ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ Ex✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥té❣r❛❧❡s
❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t✮ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦r✲
ré❧❛t✐♦♥✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✳ ▲❛ ❉❋❚ ✉t✐❧✐s❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ s♦♠♠❡✳
Exc = Ex + Ec ✭✶✳✺✾✮
P❛r♠✐ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▲❙❉ ✭▲♦❝❛❧ ❙♣✐♥ ❉❡♥s✐t② ✿ ❞❡♥s✐té
✹✷
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❞❡ s♣✐♥ ❧♦❝❛❧❡✮✱ ♣♦st✉❧❡ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ Exc s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡
s♦♠♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ s♣✐♥✳
ELSDxc [n ↑, n ↓] =
∫
espace
d3nǫunifxc (n ↑, n ↓) ✭✶✳✻✵✮
❛✈❡❝ n = n ↑ +n ↓
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ s♣✐♥ q✉✐ ✈❛r✐❡♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ●●❆ q✉✐ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ ❡t ❞é❜✉t
❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵ ❬✻❪✱ ❬✼✶❪ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ Exc s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✭❝❢ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r✮ ✿
EGGAxc [n ↑, n ↓] =
∫
espace
d3f(n ↑, n ↓,∇n ↑,∇n ↓) ✭✶✳✻✶✮
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ▲❙❉ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ●●❆ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ●●❆ ❛♠é❧✐♦r❡
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ▲❙❉ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ✿
✕ ▲✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❬✼✵❪✳
✕ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬❛t♦♠✐s❛t✐♦♥ ❬✼✵❪✱ ❬✼✺❪✳
✕ ▲❛ ❜❛rr✐èr❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❬✸✹❪✳
✕ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❬✼✷❪✳
▼❛✐s ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡s ●●❆ s✉r ❧❛ ▲❙❉ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦✉✈é❡✳
P♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣r❛t✐q✉❡s ❡t ❢❛❝✐❧❡s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ǫunifxc ❡t f ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❣❛③ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ✉♥✐❢♦r♠❡
ǫunifxc (n ↑, n ↓) ❡st ❜✐❡♥ ét❛❜❧✐❡ ❬✼✶❪✱ ♠❛✐s ❧❡ ❝❤♦✐① ❧❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ f(n ↑, n ↓,∇n ↑,∇n ↓)
❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ s✉❥❡t ❞❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ▲❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡s ❞✐✈❡rs❡s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ●●❆ ♥♦✉s ❣✉✐❞❡♥t ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤♦✐① r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ▲❡s ●●❆ s❡♠✐✲
❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ✜❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ♠❛✐s é❝❤♦✉❡r ♣♦✉r
❧❛ ❞é❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❣❛③ ✉♥✐❢♦r♠❡s ❬q✉❛♥❞ f(n ↑, n ↓, 0, 0) 6= ǫunifxc (n ↑, n ↓)❪✱
✹✸
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❛✉① s✐♠♣❧❡s✳ ▲❡s ●●❆ ✐ss✉❡s ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①
♣❡✉✈❡♥t êtr❡s ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥✲
s✐té ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥t♦✉r❛♥t ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❧❡♥t❡♠❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ P❡r❞❡✇✲❲❛♥❣ ✶✾✾✶ ✭P❲✮ ❬✻✽❪ ❡st ✉♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ●●❆ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ P❲✾✶ q✉✐ ❛ été ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡
❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❧❛ ●●❆ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ s❛t✐s❢❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡s q✉✐
s♦♥t é♥❡r❣ét✐q✉❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡s
♠ét❛✉① s✐♠♣❧❡s✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❡st ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❥✉sq✉✬❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♥✬✐♥✢✉❡r❛ q✉❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ✈r❛✐ s②stè♠❡ s✐ ❝❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♥❡ ✈❛r✐❡ q✉❡ ❧❡♥t❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
é♥✉♠érés ❝✐✲❞❡ss✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ●●❆ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❬❛✉tr❡s q✉❡ ❝❡✉① ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ǫunifxc (n ↑, n ↓)❪ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ q✉❡ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❞❡
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✱ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ t❡❧ q✉❡ P❲✾✶✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
s♦♥t ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ●●❆ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ●●❆ ♣♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ q✉✐ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
EGGAxc [n ↑, n ↓] =
∫
espace
d3rn[ǫunifxc (rs, ξ) +H(rs, ξ, t)] ✭✶✳✻✷✮
❛✈❡❝ ✿ rs ✿ ❧❡ r❛②♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❲✐❣♥❡r✲❙❡✐t③✳
n =
3
4
πr3s =
k3F
3π2
✭✶✳✻✸✮
ξ = (n ↑ −n ↓)/n ❡st ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ s♣✐♥✳
t = |∇n|/2φKsn ❡st ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❞❡♥s✐té s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■❝✐ φ = [(1 + ξ)
2
/
3
+ (1− ξ)2/3]/2✱
❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ s♣✐♥ ❬✾✼❪✱ ❡t Ks =
√
4KF /πa0 ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞✬é❝r❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥
✹✹
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐✳
❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t H à ♣❛rt✐r ❞❡ tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿
✶✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❧❡♥t❡ (t→ 0)✱ H ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬❛✉
❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❬✾✼❪ ✿
H −→ (e2/a0)β φ3t2 ✭✶✳✻✹✮
❆✈❡❝ β = 0, 066725✳ ❈✬❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ à ❤❛✉t❡ ❞❡♥s✐té (rs −→ 0) ❬✺✸❪ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ rs q✉✐ ❞é♣❡♥❞
❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❬✺✵❪ ♣♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❬❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❨✉❦❛✇❛
(e2/µ)❡①♣(−κµ) ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ κ −→ 0❪✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r β s✬♦❜t✐❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ●●❆
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é❥à é✈♦q✉é❡✳
✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❛♣✐❞❡s ✭t ✐♥✜♥✐✮✱ H −→ −ǫunifc ✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❧❛ ❞✐s♣❛✲
r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❬✻✾❪✳ ◗✉❛♥❞ t −→ ∞ ❞❛♥s ❧❛ ●●❆ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛
s♦♠♠❡
∫
d3rnc(r, r + u) = 0 ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r nc = 0✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✜♥✐✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡
❡t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥ ré❛❧✐té ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
▲❙❉✳
✸✳ ❙♦✉s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❤❛✉t❡ ❞❡♥s✐té ✿
[n(r) −→ λ3n(λr) ❡t λ −→ +∞✱ ❞✬♦ù rs −→ 0✱ ❝♦♠♠❡ λ−1 ❡t t −→∞ ❝♦♠♠❡ λ1/2❪✳
▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❬✺✶❪✱ ❞♦♥❝ H ❞❡✈r❛✐t ❛♥♥✉❧❡r ❧❛ s✐♥❣✉❧❛r✐té
❞❡ ǫunifc ❬✷✺❪ à ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ✿ ǫ
unif
c (rs, ξ) −→ (e2/a0)φ3[γln(rs/a0) − ω] ❛✈❡❝ γ ❡t ω ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❬✼✶❪ ❞❡ ξ ✈❛r✐❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❧❡s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ♣❛r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ξ = 0✱ γ =
(1− ln2)/π2) ≃ 0, 031091 ❡t ω = 0, 046644
❛❧♦rs ✿ H −→ (e2/a0)γφ3ln(t2)✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✮✱ ✭✷✮ ❡t ✭✸✮ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ✿
✹✺
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
H = (e2/a0)γφ
3ln[1 +
β
γ
t2[
1 +At2
1 +At2 +A2t4
]] ✭✶✳✻✺✮
❖ù
A =
β
γ
[exp{−ǫunifc /(γφ3e2/a0)} − 1]−1 ✭✶✳✻✻✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ H ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
H = (e2/a0)γφ
3ln[1 +
β
γ
t2[
1 +At2
1 +At2(1 +At2)
]] ✭✶✳✻✼✮
H −→ (e2/a0)γφ3ln[1 + βγ t2] q✉❛♥❞ t2 −→ 0 ❡t ln[1 + βγ t2] −→ βγ t2✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
H −→ (e2/a0)φ3t2 ❝❡ q✉✐ r❡♠♣❧✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮✳
◗✉❛♥❞ t −→∞✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ t2(1 +At2)/[1 +At2(1 +At2)] −→ 1/A✱ ❛❧♦rs
ln[1 +
β
γ
t2[
1 +At2
1 +At2(1 +At2)
]] −→ ln(1 + β
γA
) ✭✶✳✻✽✮
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ H −→ (e2/a0)γφ3ln[1 + βγA ] ❀ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ A ♣❛r s❛ ❢♦r♠✉❧❡
❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ à ❧❛ ✜♥ H −→ −ǫunifc ✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ t = 0 ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ H ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t2✱ ❡t ❝r♦✐t ♠♦♥♦t♦♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❧✐♠✐t❡ H −→ −ǫunifc q✉❛♥❞ t −→ ∞ ❀ ❛✐♥s✐ EGGAc ≤ 0✳ ✭H ❛♣♣❛r❛ît ❡♥ t❛♥t q✉✬✉♥
❞❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ P❲✾✶✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ γ = 0, 0025✮✱ s♦✉s
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❤❛✉t❡ ❞❡♥s✐té✱
EGGAc −→ −
e2
a
∫
d3r n γ φ3 × ln[1 + 1
χs2/φ2 + (χs2/φ2)2
] ✭✶✳✻✾✮
✹✻
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❛✈❡❝ ✿ s = |∇|/2KF ✳ n = (rs/a0)1/2φt/c ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱
c = (3π2/16)1/3 ≃ 1, 2277 ❡t χ = (β/γ)c2exp(−ω/γ) ≃ 0, 72161✳
▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ✐♦♥ à ❞❡✉① é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ Z −→∞ ❡st −∞
♣❛r ▲❙❉✱ ❡t ❡st +∞ ♣❛r P❲✾✶✱ −0, 0482 ❍❛rtr❡❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ❡t −0, 0467 ❡①❛❝t❡♠❡♥t✳
P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ✜♥✐✱ s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✬❛♥♥✉❧❡r ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
♠❡s✉r❡ ③ér♦✮✱ ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ❡st ✜♥✐❡✳ P♦✉r ✉♥ ❥❡❧❧✐✉♠ ✐♥✜♥✐ ✭s♦❧✐❞❡ ♦✉ ♠ét❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥
❣❛③ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐✮✱ s ❞✐s♣❛r❛ît ♣❛rt♦✉t ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ t❡♥❞ ✈❡rs −∞ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ●●❆ s❡
ré❞✉✐t à ✉♥❡ ▲❙❉✳ ▲❛ ●●❆ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s❡r❛ ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿
✐✮ ❙♦✉s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞é❝r✐t❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té✱
❧✬é♥❡r❣✐❡ Ex ❞♦✐t s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝♦♠♠❡ λ ❡t ♣♦✉r ξ = 0 ♣❛rt♦✉t✱ ♦♥ ❞♦✐t ♦❜t❡♥✐r ✿
EGGAC =
∫
d3rnǫunifx (n)FX(s) ✭✶✳✼✵✮
❆✈❡❝ ✿ ǫunifx = −3e2KF /4π✳ P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ❣❛③ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ s♦✐t ✿ Fx(0) = 1✳
✐✐✮ ▲✬ é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡①❛❝t❡ ♦❜é✐t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ s♣✐♥ ✿
EX [n ↑, n ↓] = (EX [2n ↑, ] + EX [2n ↓])/2 ✭✶✳✼✶✮
✐✐✐✮ P♦✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❣❛③ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ s♣✐♥ ♥♦♥ ♣♦❧❛r✐sé✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
♣♦✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❧❛ ▲❙❉ ❡st ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❬✶✶❪✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❬✻✶❪✳ P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ▲❙❉ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✭q✉❛♥❞
s −→ 0✮
FX(s) −→ 1 + µs2 ✭✶✳✼✷✮
✹✼
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❆✈❡❝ µ = β(π2/3) ≃ 0, 21951 ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❛♥♥✉❧❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥✳
✐✈✮ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ▲✐❡❜✲❖①❢♦r❞ ❬✻✽❪ ✿
EX [n ↑, n ↓] ≥ EXC [n ↑, n ↓] ≥ −1, 679e2
∫
d3rn4/3 ✭✶✳✼✸✮
❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐sé ❡st é❣❛❧ à ✿
FX(ξ = 1, s) = 2
1/3FX(s/2
1/3) ✭✶✳✼✹✮
❈❡❝✐ ❝r♦✐t ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ s ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧❡ à ✷✱✷✼✸ ❝✳à✳❞
FX(s) ≤ 1, 804✳ ❯♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ FX(s) q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✶✳✼✷ ❡t ✶✳✼✸ ❡st
FX(s) = 1 + κ− κ/(1 + µs2/κ) ✭✶✳✼✺✮
❆✈❡❝ κ = 0, 804✳ ❇❡❝❦❡ ❬✹❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s t❡❧s
q✉❡ ✿ κ = 0, 967 ❡t µ = 0, 235✳
P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ❞é❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ●●❆✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ FXC
s✉r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛r ✿
Ex[n ↑, n ↓] =
∫
d3rnǫunifx (n)Fxc(rs, ξ, s) ✭✶✳✼✻✮
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❬✶✳✼✻❪ r❡♣rés❡♥t❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ●●❆ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ q✉❛♥❞ ξ ❡st
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ r✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡✳ ▲❛ ▲❙❉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿
FXC(rs, ξ, s) −→ FXC(rs, ξ, 0)
✹✽
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
▲❛ ●●❆ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡①❛❝t❡s ❞❡ ❧❛ ▲❙❉✱ ❡t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s
é♥❡r❣ét✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐té ❝♦rr✐❣é❡ ♣❛r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s
é♥❡r❣✐❡s ❞✬❛t♦♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ♣r♦✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ EGGAXC ❞♦♥♥❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ P❲✾✶ ❬✻✾❪✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ●●❆ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s s❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ P❲✾✶ ❬✻✾❪✱ ❡t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
s❛ ❢♦r♠❡ ❡t s❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡♥ ❢❛❝✐❧✐t❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ✐♥❞✐q✉❡♥t ❝♦♠♠❡♥t
❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré✳
✶✳✸✳✸✳✺ ❙✉❝❝ès ❡t ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ✿
▲❛ ❉❋❚ ♣❡r♠❡t s♦✉✈❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts à ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❡t ❞✬✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦st✲❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r
❞❡s s②stè♠❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r♦s ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞✬é❧❡❝tr♦♥s✱ q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦st✲
❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s tr❛✐t❡r ✭❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ❛❜♦r❞❛❜❧❡✮✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❉❋❚
s♦✐t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ très ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s②stè♠❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t
♠ê♠❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ ❜✐♦✲✐♥♦r❣❛♥✐q✉❡✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✱ ❧❛ ❉❋❚ ❛ ❝♦♥♥✉ s❛ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❛s❝❡♥s✐♦♥
❡t ❞❡ ❜✐❡♥ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ ❜✐♦✲♦r❣❛♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❉❋❚ s✉r ❞❡s s②stè♠❡s
❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♠ét❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦♥t ré❣♥é ❡♥ ♠❛îtr❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♥❞s ❥♦✉r♥❛✉①
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ❡t ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ❡♥❝♦r❡✳ ❉❡ ♥♦s
❥♦✉rs ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉❋❚✱ s✬❡st ❞é♠♦❝r❛t✐sé❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ♣❡rç✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡
à t♦✉s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦✉✛r❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é❢❛✉ts✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t✱ ❥✉sq✉✬à
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❢♦r❝❡ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s tr❛✐té❡s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
♥♦✉s ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥♦♥s ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ❜♦♥s ♦✉ ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts s✉r ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s tr❛✐tés
♣❛r ❧❛ ❉❋❚✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❝r✐tèr❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞✐r❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① r❡st❡ r❡❧❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ r✐❣♦✉r❡✉①✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ♣❛r❢♦✐s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉❡
♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s s②stè♠❡s✱ ❧❛ ❉❋❚ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡❝ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈❆❙ ❉❋❚ ❬✸✶❪ ❬✸✵❪✱ ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡
à ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳
✹✾
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
✶✳✸✳✹ ▲❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ✿
❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚✱ ❧❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✱ ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣é✲
r✐♦❞✐q✉❡s✱ s♦♥t très ré♣❛♥❞✉❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s♦❧✐❞❡s✱ ❝❛r ❡❧❧❡s s❛t✐s❢♦♥t ♣❛r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ s✬é❝r✐t s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ H = −12∇2+V (~r) ✭❝❡ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❬✶✳✺✵❪ ❞❡ ❑♦❤♥ ❡t ❙❤❛♠✮✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ψi ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ei
~k.~r ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ u
i,~k
(~r) ❛②❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡t q✉✐ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ sér✐❡ ❞❡
❋♦✉r✐❡r✳
▲❛ ❢♦r♠❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ~k ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❇♦r♥ ❡t ❱♦♥ ❑❛r♠❛♥
♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ Ψi ❞❡✈✐❡♥t ✿
Ψ
i,~k
(~r) = ei
~k.~ru
i,~k
(~r)
= ei
~k.~r(
∑
~g
C~k−~ge
i~g.~r)
✭✶✳✼✼✮
Ψ
i,~k
(~r) = (
∑
~g
C~k−~ge
i(~k−~g).~r) ✭✶✳✼✽✮
♦ù ~g r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✉ rés❡❛✉ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡t ~k ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ✶✳✸✳
❉❛♥s ❧❡s s♦❧✐❞❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✜♥❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s s♦♥t ✐♠♠♦❜✐❧❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♣♦ssé✲
❞❛♥t ✉♥ ❣❛♣ ✭é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✮ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t
♣♦✉r q✉❡ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ♦❝❝✉♣é ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❡✉ ♦✉ ♣❛s ❡①❝✐tés ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♥✐✈❡❛✉ ✈❛❝❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛♠❜✐❛♥t❡✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s
très ❧✐♠✐té❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ✉♥ s②stè♠❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①✱ ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞é❣é♥érés ❡t ❡♥ ré❛❧✐té ♣r♦❝❤❡s ✿ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♦✉ ❣❛♠♠❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡✳ ❙✐ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡
✈❛❧❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥t✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❡st ♠ét❛❧❧✐q✉❡✳ ❙✐
❧✬é❝❛rt ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐❧ s❡r❛ ✐s♦❧❛♥t✳ ▲❡s s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ♦♥t ✉♥ ❣❛♣ étr♦✐t✱ ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♥♦♥✲
✺✵
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ✭~g1✱ ~g2✱ ~g3✮ ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
❧❛ P❩❇ ✭ ~kx✱ ~ky✱ ~kz✮✱ ❛✈❡❝ g1 = (0, 2π/a, 2π/a✮✱ g2 = (2π/a, 0, 2π/a✮ ❡t g3 = (2π/a, 2π/a, 0✮✳
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❡①❝✐tés ✈❡rs ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ à t❡♠♣ér❛t✉r❡
❛♠❜✐❛♥t❡✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛✐❧❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡✉t
r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❬✺✻❪ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥✳
▲❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ✿
✲ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬✉s❛❣❡ ♠❛ss✐❢ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡s ✭❋❋❚✮✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❝❡
t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té ❛✈❡❝ ✉♥ ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡✉r ❝♦♥❢èr❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳
✲ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱
❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✳
❆✈❡❝ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ très r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s ❧♦rsq✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
ét✉❞✐❡r ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ✐s♦❧é❡s ❡t ❝❤❛r❣é❡s ❀ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉✣✲
s❛♥t❡✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♣❡rt✉r❜é ♣❛r s❡s ré♣❧✐q✉❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r t❛✐❧❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s
✺✶
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡
❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❑♦❤♥ ❡t ❙❤❛♠ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r ✉♥❡ ✉♥❡
❣r✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts k ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥✳
▲❡s ❜❛s❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❡t s♦♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡s à
❧✬ét✉❞❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❡t ♠♦❧é❝✉❧❡s ✐s♦❧és✱ ✈♦✐r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡s ❡t ❛♠♦r♣❤❡s✳
✶✳✸✳✺ ▲❡s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s ✿
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❑♦❤♥ ❡t ❙❤❛♠✱ ❢❛✐t ✐♥✲
t❡r✈❡♥✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②stè♠❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ t♦✉s ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐
s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❡st q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s✱ à ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✱ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ✭❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥ n3✮✱ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛ttr❛❝t✐❢
❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ♦❝❝✉♣❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ❞♦♥♥é❡
❡t q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ d ♣❧❡✐♥❡ à ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ♣r♦❝❤❡ ❞✉
♥♦②❛✉✱ s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❞❡s ♠ét❛✉① ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝✉✐✈r❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛❞r❡✱ ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ❝❤✐♠✐q✉❡s ✈♦♥t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés ❛✈❡❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ t❛♥✲
❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❧♦✉r❞s ♦✉ ❧❡s ♠ét❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈♦♥t ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t
♥é❝❡ss✐t❡r ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡①trê♠❡♠❡♥t ♣✉✐ss❛♥ts✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿
❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡t ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉r✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t
à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❞❡ ❝♦❡✉r ❧♦✐♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t
♥✉❧❧❡✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s à ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❛♥s
❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s✳ ▲❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉r ♥❡ s♦♥t q✉❛s✐♠❡♥t ♣❛s ❛✛❡❝tés ♣❛r
❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡♠❡✉r❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡
✐s♦❧é✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉✬✐❧ ❛ été ✐♠❛❣✐♥é ❞❡ tr❛✐t❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡❧ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧✳
❆✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t ♣❡r❞✉ ❧❡✉r ❝❛r❛❝tèr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❛ttr❛❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❞♦✐t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r✱ q✉✐ r❡♥❞
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉r✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❛❣✐t q✉❡ s✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳
■❧ ❡st ❛♣♣❡❧é ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡t ❞é♣❡♥❞ très ♣❡✉ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ❡♥t♦✉r❡ ❧✬❛t♦♠❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐
✺✷
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
✐♥❝❧✉t ✿
✕ ▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉r✳
✕ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❍❛rtr❡❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉r✳
✕ ❯♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉r ❡t
❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳
■❝✐✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✿ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✉♥ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✐t êtr❡ ✿
✕ ❆❞❞✐t✐❢ ✿ ✐❧ ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧✬❛t♦♠❡✱
❡t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ t♦t❛❧ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛t♦♠❡s s♦♥t
❡♥ ♣rés❡♥❝❡✳
✕ ❚r❛♥s❢ér❛❜❧❡ ✿ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts
❝❤✐♠✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳
✕ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s q✉✐ ❛♠è♥❡♥t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s s♦♥t
♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
■❧ ❡st ❢réq✉❡♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❱ ✿
Vps =
∑
i,l,m
|l, mi > V < l,mi|
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ψvi r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s
♣❛r ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ψpsi ✳ ❆✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡✱ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❡ r❛②♦♥ rc✱
❧✬é❣❛❧✐té ψpsi (~r) = ψ
v
i (~r) ❡st ✐♠♣♦sé❡✳ ❆ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ s♣❤èr❡✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ψ
ps
i ❡st ❝❤♦✐s✐❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❡t ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✉❡s à ❧✬♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬♦♥❞❡✳ ▲❡s ♣s❡✉❞♦✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✉❜✐t
✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ▲❛ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❡♥ −1/r ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❡st é❧✐♠✐♥é❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉
♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣s❡✉❞♦✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
✺✸
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✿
❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡ é♥❡r❣✐❡s ♣r♦♣r❡s ❬✼✸❪✳ ▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡
✈❛❧❡♥❝❡ ❡t ❧❡s ✐♦♥s ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡✱ é❝r❛♥té❡ ♣❛r ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉r✱ ❞❡s
é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦②❛✉①✱ ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ❝♦❡✉r✲✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉❡ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ P❛✉❧✐ ❡t ❧❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦r❜✐t❛❧ ❞✉ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧ ❬✷✹❪✱ ❬✶✽❪✱ ❬✻✻❪✳ ▲❡ r❛②♦♥ rc ❞é❧✐♠✐t❡ ❧❛ ré❣✐♦♥
❞✉ ❝♦❡✉r✳ P❧✉s ❝❡ r❛②♦♥ s❡r❛ é❧❡✈é✱ ♣❧✉s ❧❡s ♣s❡✉❞♦✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❧❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧ s❡r♦♥t
❧✐ss❡s✳ ■❧s ♣❡r❞r♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ✐❧s r✐sq✉❡r♦♥t ❞❡ ❞é✈✐❡r ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❞♦♥t
✐❧s s♦♥t ✐ss✉s à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❧✬❛t♦♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t
t♦✉s ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s✳ ❈❡✉① q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♦♥t été ét❛❜❧✐s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚✱ ❡t ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉r
❡t ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡ s❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t ♣❛s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① é❧❡❝tr♦♥s
❞❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❛t♦♠❡s ♥❡ s❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t ♣❛s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s sé♣❛r❡r ❧❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❝♦❡✉r ❡t ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❧❡ t❡r♠❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿
Exc[ρc + ρv] = Exc[ρc] + Exc[ρv] ✭✶✳✼✾✮
♦ù ρc ❡t ρv r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①
ét❛ts ❞❡ ❝♦❡✉r ❡t ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❬✽✺❪✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥
♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉r ❡t ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
♥❡tt❡♠❡♥t tr❛♥❝❤é❡ ✿ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s 3d ❞✉ ❝✉✐✈r❡ s♦♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t
❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s ❡t ❛✉ss✐ s❛ ❝♦✉❝❤❡ 3d q✉✐ ❡st ♣❧❡✐♥❡ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♣rès ❞✉ ♥♦②❛✉✱ ❝♦♠♠❡
❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉r✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① t❡sts s♦♥t ❡✛❡❝t✉és ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ✉♥ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ■❧s ❝♦♥s✐st❡♥t ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡♠❡♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞✬❛✉tr❡s ét❛ts ❛t♦♠✐q✉❡s q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❛❧❡s ♦✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ à ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡
✺✹
❉②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✓❈❛r P❛rr✐♥❡❧❧♦✔ ✿
❧❛ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ à s✐♠✉❧❡r ❞✐✈❡rs s②stè♠❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✻✷❪✳
✶✳✹ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✓❈❛r P❛rr✐♥❡❧❧♦✔ ✿
▲❡ ❜✉t ❛✈♦✉é ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❛r✲P❛rr✐♥❡❧❧♦ ✭❞❡ ❘♦❜❡rt♦ ❈❛r ❡t ▼✐❝❤è❧❡ P❛r✐♥❡❧❧♦✮ ❡st ❞❡
ré❞✉✐r❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✱ ❧❡ ❝♦ût ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳
❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ❊❤r❡♥❢❡st ❡t
❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬❊❤r❡♥❢❡st✱ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s♦♥t ❣♦✉✈❡r♥és ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡
❞❡s é❧❡❝tr♦♥s✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ét❛♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦②❛✉①✱
❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ s❡r❛ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥té❣r❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
t②♣❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡
❞❡ t❡♠♣s ❞❡s ♥♦②❛✉①✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞♦✐t
êtr❡ rés♦❧✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦✲❝♦❤ér❡♥t❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❀ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ❊❤r❡♥❢❡st ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ♦❜t❡✲
♥✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦✲❝♦❤ér❡♥t❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈❛r✲P❛rr✐♥❡❧❧♦ ❝♦♥s✐st❡
à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡t
❝❡❧✉✐✱ ♣❧✉s ❧❡♥t✱ ❞❡s ♥♦②❛✉①✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❛❧♦rs ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐①t❡
❝❧❛ss✐q✉❡✴q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① é❝❤❡❧❧❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❜✐❡♥
sé♣❛ré❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ❡①✲
♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
❞✉ s②stè♠❡ 〈ψ |He|ψ〉✱ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♥✉❝❧é❛✐r❡s
{
~RI
}
♠❛✐s
❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ψ✳ ❊♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❡①❡r❝é❡ s✉r ❧❡s ♥♦②❛✉① s✬❡①♣r✐♠❡
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ♥✉❝❧é❛✐r❡s✳ ❈❡❝✐ s✉❣❣èr❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡
❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♦r❜✐t❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ s✬❡①❡rç❛♥t s✉r ❝❡s ♦r❜✐t❛❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❈❛r ❡t P❛rr✐♥❡❧❧♦ ♣♦st✉❧èr❡♥t ❧❡
▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ s✉✐✈❛♥t ✿
✺✺
❉②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✓❈❛r P❛rr✐♥❡❧❧♦✔ ✿
Lcp = 1
2
µ
∑
i
∫ ∣∣∣ψ˙i(~r)∣∣∣2 d~r + 1
2
∑
I
MI
~˙R2I +
∑
i,j
Λij
(∫
ψ∗i (~r)ψj(~r)d~r − δij
)
− Ee
[
{ψi} ,
{
~RI
}]
✭✶✳✽✵✮
❖ù µ ❡st ✉♥❡ ♠❛ss❡ ✜❝t✐✈❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ♦r❜✐t❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✳ ❊t Ee ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❝❡t ét❛t✳
▲✬❛✈❛♥t ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞✉ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❈❛r✲P❛rr✐♥❡❧❧♦ ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬♦rt❤♦♥♦r✲
♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ ♥♦②❛✉① ❡t ❛✉① ♦r❜✐t❛❧❡s ✿
d
dt
∂LCP
∂ ~˙RI
=
∂LCP
∂ ~RI
✭✶✳✽✶✮
d
dt
∂LCP
∂ψ˙∗i
=
∂LCP
∂ψi
✭✶✳✽✷✮
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❈❛r ❡t P❛rr✐♥❡❧❧♦ ♦♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
MI ~¨RI = − ∂Ee
∂ ~RI
+
∂
∂ ~RI
∑
ij
Λij
(∫
ψ∗i (~r, t)ψj(~r, t)d~r − δij
)
✭✶✳✽✸✮
µψ¨i(~r, t) = − ∂Ee
∂ψ∗i
+
∂
∂ψ∗i
∑
ij
Λij
(∫
ψ∗i (~r, t)ψj(~r, t)d~r − δij
)
✭✶✳✽✹✮
■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ✜❝t✐✈❡
❛ss♦❝✐é ❛✉① ♦r❜✐t❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❡st ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ✉♥ t❡♠♣s ❛✉ ❝❛rré✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♥♦②❛✉① é✈♦❧✉❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ à
∑
I MI
~˙R2I ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✜❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à µ
∑
i
〈
ψ˙i|ψ˙i
〉
❡st ❛ss♦❝✐é❡
✺✻
❉②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✓❈❛r P❛rr✐♥❡❧❧♦✔ ✿
❛✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✱ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❢r♦✐❞s s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r✳ ▲❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ r❡st❡r❛ ❛❧♦rs
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉r❛♥t s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s✐ ❡❧❧❡ r❡st❡ à ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜❛ss❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈❛r✲P❛rr✐♥❡❧❧♦ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛✐t❡r
❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
❉❡♣✉✐s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❈❛r✲P❛rr✐♥❡❧❧♦ ❬✶✹❪ ♣r♦♣♦s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡✱ ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✈❛r✐❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❧❡
t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❈❛r✲P❛rr✐♥❡❧❧♦ ❡st s♦✉✈❡♥t s②♥♦♥②♠❡ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❛r✲P❛rr✐♥❡❧❧♦✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ét❡♥❞✉✱ ♦ù ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s r❡♣rés❡♥tés ♣❛r
✉♥ ❥❡✉ ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ψi(~r)✱ ❡①é❝✉t❡♥t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✜❝t✐✈❡✱ ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✉✐✈r❡
❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♥✉❝❧é❛✐r❡✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t s♦♥t
❞ér✐✈é❡s ❞✉ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ♣♦st✉❧é ♣❛r ❈❛r ❡t P❛rr✐♥❡❧❧♦✱ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❝✐✲❞❡ss✉s ❬✶✳✻✵❪ ✿
◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❧❡s t❡r♠❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❛✉①q✉❡❧s ✈✐❡♥♥❡♥t
s✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❧✬♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐té ❞❡ ❝❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ✿
∫
ψ∗i (~r)ψj(~r)d~r = δij ✭✶✳✽✺✮
▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
MI ~¨RI = − ∂Ee
∂ ~RI
✭✶✳✽✻✮
✺✼
❉②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✓❈❛r P❛rr✐♥❡❧❧♦✔ ✿
µψ¨i(~r, t) = − ∂Ee
∂ψ∗i
+
∑
j
Λijψi(~r, t) ✭✶✳✽✼✮
▲❛ q✉❛♥t✐té ✿
∂Ee
∂ψ∗i
✭✶✳✽✽✮
♣❡✉t êtr❡ ré✲é❝r✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿
∂Ee
∂ψ∗i
= −fiHkse ψi ✭✶✳✽✾✮
❖ù Hkse ❞és✐❣♥❡ ❧✬❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡s
❞é✜♥✐s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥s❡r✈é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
Et = µ
∑
i
∫ ∣∣∣ψ˙i(~r)∣∣∣2 d~r + 1
2
∑
I
MI
~˙R2I + Ee
[
{ψi} ,
{
~RI
}]
✭✶✳✾✵✮
◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ré❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡
♥✉❝❧é❛✐r❡ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ s✬❛❥♦✉t❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✜❝t✐✈❡ ❛ss♦❝✐é❡
❛✉① ♦r❜✐t❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✳ ▲❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ré❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ré❡❧❧❡ ❡st ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés s❡r♦♥t ❛✐♥s✐ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❬✶✳✽✻❪ ❡t
❬✶✳✽✼❪ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡s ❢♦r❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✧❛❜ ✐♥✐t✐♦✧ ❞❡ t②♣❡ ❈❛r✲P❛rr✐♥❡❧❧♦ ❝♦♥s✐st❡♥t à
rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦②❛✉①✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ t♦✉t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♠♦❧é✲
✺✽
❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✿
❝✉❧❛✐r❡ ✧♦♥ t❤❡ ✢②✧✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♥✉❝❧é❛✐r❡s ✭❞✐t ❛✉ss✐ ✐♦♥✐q✉❡s✮ s♦♥t ♣r♦♣❛✲
❣és ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ✐♦♥✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❛r✲P❛rr✐♥❡❧❧♦ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté é❧❡❝tr♦✲
♥✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✜❝t✐✈❡s✮ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♣❛r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ét❡♥❞✉ ♣♦✉r ❧❡
s②stè♠❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡s à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡s ✐♦♥s ❡t
❧❡s é❧❡❝tr♦♥s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♥✬❡st
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿ ❛♣rès ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✜❝t✐✈❡ ❞❡s
é❧❡❝tr♦♥s ❧❡s ♠❛✐♥t✐❡♥t ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐♦♥✐q✉❡ ✓ ✈✐s✐té❡ ✔ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❢♦r❝❡s ✐♦♥✐q✉❡s ♣ré✲
❝✐s❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❞✐❛❜❛t✐❝✐té✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✜❝t✐✈❡ ❞❡s
é❧❡❝tr♦♥s s♦✐t ❝❤♦✐s✐❡ ❛ss❡③ ♣❡t✐t❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ✉♥ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❞❡❣rés
❞❡ ❧✐❜❡rté ✐♦♥✐q✉❡s ❥✉sq✉✬❛✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❡t✐t❡ ♠❛ss❡ ✜❝t✐✈❡ r❡q✉✐❡rt
à s♦♥ t♦✉r q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s♦✐❡♥t ✐♥té❣ré❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣❧✉s
❝♦✉rt q✉❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ✭✶✲✶✵ ❢s✮
❬✻✼❪✳
✶✳✺ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✿
▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❙❈❋ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✮✱
à ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❧à ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ét❛♣❡s à s✉✐✈r❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✹✮ ✿
✶✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ✭❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥és ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
t♦t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✮✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❞❡r à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡
❢♦r❝❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳
✷✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s t❡sts ❞❡ s♦rt✐❡ ❜❛sés s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ✿
✺✾
❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✿
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
✕ ❙♦✐t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥ s❡✉✐❧ ♣ré❞é✜♥✐✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−6Ha/bohr✳
✕ ❙♦✐t ❞❡✉① ❝②❝❧❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ é♥❡r❣✐❡ à 10−14Ha/bohr ♣rès✳
❆ ❞é❢❛✉t✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ∆ ❞❡ n ✐tér❛t✐♦♥s En ❡t n+1 ✐tér❛t✐♦♥s
En+1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✐ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ∆ = En −En+1 ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ s❡✉✐❧✱ ❝❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t
à ❧❛ s♦rt✐❡✳ ❙✐♥♦♥ ♥♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❧❡s n ❝②❝❧❡s✱ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧s s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs ❡♥ ♥♦♠❜r❡
à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦♣♦sé❡✳
◆♦✉s tr♦✉✈❡r♦♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s ✭♠♦❞✐✜é❡s✮ ✜❛❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❀ s✐♥♦♥ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈❡r♦♥s ❧❛ s♦rt✐❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❞♦✉t❡✳
✻✵
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿
▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s ✿
✕ ❈❛❧❝✉❧ ❙❈❋ ✭❣é♦♠étr✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✮✳
✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ✭❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥és✮✳
✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❢♦r❝❡s ✭❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s✮✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✿ ❇❋●❙ ❇r♦②❞❡♥ ❋❧❡t❝❤❡r ●♦❧❞❢❛r❜ ❙❤❛♥♥♦ ✭✶✾✼✶✮ ❬✶✸❪ ❬✷✷❪ ❬✷✼❪ ❬✽✵❪ ♠♦❞✐✜❡
❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❡t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳
✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿
▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛
❝❤✐♠✐❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❛✐♥s✐ ❝♦♥st❛t❡r
q✉✬❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✈✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❡✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s s❡ s♦♥t ❞é❣❛❣é❡s ✿ ❧✬✉♥❡ ❛❜♦r❞❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ❧❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ s❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❡tt❡
s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❞✐t❡s ❉❋❚✱ s♦✉✛r❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s s②sté♠❛t✐q✉❡s
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st à ♣r✐♦r✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦✉ ❧❛ q✉❛❧✐té✱ ✈♦✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ♣❛r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣♦st ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❈■ ♦✉
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✮ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛❜ ✐♥✐t✐♦
❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ t❡♠♣s r❡q✉✐s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ t❡❧s ❝❛❧❝✉❧s✳ ■❧ ❛ été ✈✉ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉①
♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❢♦✐s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t✱ ❡t ✐❧ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s s✐ s✉r♣r❡♥❛♥t q✉❡ ❞❛♥s
✉♥ ❢✉t✉r ♣r♦❝❤❡✱ ❝❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❞♦♥♥❡♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡ ♠✐①t❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s❡r❛✐t ♦r❜✐t❛❧❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡♥s✐té✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳
✻✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s
❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ P♦✐ss♦♥✳
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♠♦✲
❧é❝✉❧❛✐r❡s ❛❜♦r❞é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s
à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ ♥♦tr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❆❜s✐ ❡t ❍♦❣❣❛♥✱
✷✵✵✻✮ ❬✶❪✳ ▲❡ t❡①t❡ ❛ été ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♠✐s à ❥♦✉r ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡
ét✉❞❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❞❡ t❡st❡r✱ é✈❛❧✉❡r ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✱
❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❧❛ssé ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t②♣❡s ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ét✉❞✐é❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ♦✉ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞é❝✐❞é ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✭♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ❧❡s ♠♦❞✐✜❛♥t ❡♥ ✐♥té❣r❛❧❡s ♠♦♥♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✮✳
▲❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉① r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥t❡r✲♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s q✉❡ ❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t
♣❡r♠❡tt❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣♦✉r ❧✬❛t♦♠❡ ❞❛♥s
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ str✉❝t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ s✉r
✻✷
Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✭r❛♣♣❡❧✮ ✿
❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à é✈❛❧✉❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ✈r❛✐ ❡♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ✭❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✮ ♣♦✉rt❛♥t très ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞❛♥s ✉♥❡
♠♦❧é❝✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙❚❖P ✭❙❧❛t❡r ❚②♣❡ ❖r❜✐t❛❧ P❛❝❦❛❣❡✱ ❞❡ ❇♦✉❢❡r❣✉è♥❡ ❡t
❍♦❣❣❛♥✮ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❙❧❛t❡r ❞❡ str✉❝t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❞ét❛✐❧s
❧✐és à ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳
▲❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ét✉❞❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r q✉❡❧q✉❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✐❛t♦♠✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ H2 ❡t HF
✭♦ù ❧✬é❞✐✜❝❡ ❡st ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡ ❡t ♠❡t ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❧❛ ❜r✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✱ ❝♦♥st✐✲
t✉é❡ ❞❡ ❧❛ ✬♣❛✐r❡ ❞✬❛t♦♠❡s✬✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜♥❛❧❡✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♣♦✉r ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s
❧❛ ✷✱✻✲❞✐♠ét❤②❧♣②r✐❞✐♥❡✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t r❛♣✐❞✐té ❞❡ ♥♦s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✈❡❝ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ré❛❧✐sés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✷✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✭r❛♣♣❡❧✮ ✿
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❈❡s ♦r❜✐t❛❧❡s
♣♦ssè❞❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r r❛❞✐❛❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ r✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥
♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✬♦r❞r❡ n − 1 ❡♥ r✳ ❙♦✐t ✿ Pn−1(r)e−ar/n✳ ■❝✐✱ n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s♣❤ér✐q✉❡✳ ❈❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠✐❡✉①
r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥t❡r✲♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s q✉❡ ❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❡❧❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡❜r♦✉ss❡♠❡♥t ✭❝✉s♣✮ ❛✉ ♥♦②❛✉✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ✭❛♣♣❡❧és ✧❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❑❛t♦✧ ❬✹✺❪✮ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛t♦♠✐q✉❡
♠♦♥♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ▲❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s
♦❜t❡♥✉❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❣è♥♦ï❞❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
r❛❞✐❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡rr❡ ❛ss♦❝✐é ✿ L2l+1n−l−1(2ar)✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé❡s
♣❛r ❧❡s ❙t✉r♠✐❡♥♥❡s✱ ♦ù ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ✜①❡r β✱ e−βr✱ ❡t
♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❡ n✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ s❛♥s ❧❡s ét❛ts
✻✸
Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✭r❛♣♣❡❧✮ ✿
❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❡t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❡♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❙❧❛t❡r s♦♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❤②❞r♦❣è♥♦ï❞❡s✱ ❛②❛♥t
✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞❡ r ❡♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❞♦♥❝✱ s❛♥s ♥♦❡✉❞ r❛❞✐❛❧✮✳ ❙♦✐t ✿ rn−1e−ζ r/n✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ s✉r r✱ ♠❛✐s ♣rés❡♥t❡
❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✳
✷✳✷✳✶ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✿ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s ✿
P♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❙❧❛t❡r✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙❚❖P✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ à
❝❡♥tr❡ ✉♥✐q✉❡ ❛ ❞é❥à été ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❆✳ ❇♦✉❢❡r❣✉è♥❡ ❡♥tr❡ ✶✾✾✸ ❡t ✶✾✾✼✳ ❈❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s❡s tr❛✈❛✉① ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛✉① à ❈❛❡♥ ❬✶✵❪✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ✉♥✐q✉❡
❝♦♥s✐st❡ à ♣❧❛❝❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ s✉r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡t à tr❛♥s❧❛t❡r ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❛t♦♠❡s ✈❡rs ❝❡tt❡
♦r✐❣✐♥❡✳ ❈❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s sér✐❡s ✐♥✜♥✐❡s ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❇❡ss❡❧
I ❡t K✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ét❛♥t ❧❡s ❇❈▲❋s✱ ❇❛r♥❡tt✲❈♦✉❧s♦♥✲▲ö✇❞✐♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s ❬✸✾❪✳ ▲❛
♣r♦❝é❞✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t✱ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡s
●❛✉ss✐❡♥♥❡s s❡ tr❛♥s❧❛t❡♥t très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳
✷✳✷✳✶✳✶ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✿
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝é❧è❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♣♦✉r
❧❡ t❡r♠❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✉❡ à ❙✐♠é♦♥ ❉❡♥✐s P♦✐ss♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡
éq✉❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ✿
∇2V (~r) = −4πρ(~r) ✭✷✳✶✮
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥
❡st ♣❛r♠✐ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛ss❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❈❛r❧ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ●❛✉ss ❡♥ ✶✽✸✾✳ ▲❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♦♥t ❧❡✉rs éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡♥
❛♥❛❧②s❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s s❝❛❧❛✐r❡s V (r) ❞✬✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♥♥❡ ✿
✻✹
Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✭r❛♣♣❡❧✮ ✿
∇2V (~r) = −4πρ(x, y, z) ✭✷✳✷✮
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡♥ s✉r❢❛❝❡ V (r)✱ q✉✐
♠♦♥tr❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ρe ❞❛♥s ✉♥ ♣♦✐♥t
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✬é❝r✐t ✿
∇2V (~r) = ( ∂
2
∂x2
+
∂2
∂y2
+
∂2
∂z2
)V (~r) = − ρe
ǫǫ0
✭✷✳✸✮
❖ù ǫ ❡t ǫ0 s♦♥t ❧❡s ♣❡r♠✐tt✐✈✐tés r❡❧❛t✐✈❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡t ❞✉ ✈✐❞❡✳ ❖♥ ♣r❡♥❞r❛ ǫ = 1✳
P♦✉r ❧❡s s♦❧✐❞❡s✱ ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❡st ❝♦♠♠♦❞❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
❛t♦♠❡s ❡t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s
♣♦❧❛✐r❡s (r, θ, ϕ) ✿
∇2V (~r) = −4πρ(~r) ✭✷✳✹✮
∇2V (~r) =
[
1
r2
∂
∂r
(
r2
∂
∂r
)
+
1
r2 sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂
∂θ
)
+
1
r2 sin2 θ
∂2
∂ϕ2
]
V (~r) ✭✷✳✺✮
✷✳✷✳✶✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●r❡❡♥ ✿
■❝✐✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●r❡❡♥✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡t
s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ✭❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t
❞✬é❝❤❛♥❣❡✮✳ ■❧ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
∫
(V∇2G−G∇2V )d3r =
∫
(V∇G−G∇V )dσ
= 0
✭✷✳✻✮
✻✺
Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✭r❛♣♣❡❧✮ ✿
▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ♥✉❧ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧s✳ ❉❛♥s ♥♦s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♣♦✉r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ q✉✐ ❞é❝r♦ît ❡♥ −1r ✮ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞❡ ●r❡❡♥✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ s✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡✳
∫
V (~r)∇2G(~r1, ~r2)d3r2 =
∫
∇2V (~r)G(~r1, ~r2)d3r1 ✭✷✳✼✮
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡
à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✱ ♦✉ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈és ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ●✭①✮ ❡st t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈és ♣❛rt✐❡❧❧❡s
❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✿
❉G(x) = 0 ✭✷✳✽✮
❆✈❡❝ ✿ x 6= 0
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡ ✿
❉G(x) = δ(x) ✭✷✳✾✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ G r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ D✳
❖ù D ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✳
❚♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ♣♦✉r ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿
G(~r1, ~r2) =
1
|~r1 − ~r2| ✭✷✳✶✵✮
✻✻
Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✭r❛♣♣❡❧✮ ✿
✷✳✷✳✶✳✸ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ✿
●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✲❘♦♦t❤❛❛♥ ♦♥t ♣♦✉r ❢♦r♠❡ ✿
∫ ∫
χp(~r1)χq(~r1)| 1
r12
|χr(~r2)χs(~r2)dτ1dτ2 =
〈
χp(1)χq(1)| 1
r12
|χr(2)χs(2)
〉
=
〈
χr(2)χp(1)| 1
r12
|χq(1)χs(2)
〉 ✭✷✳✶✶✮
❊❧❧❡s s♦♥t é❝r✐t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ✿
〈pq|rs〉 =
〈
r|Vˆpq|s
〉
▲❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❡t ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s q✉❡
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜
❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ✭♣♦✉r ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ s❡✉❧s ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❛②❛♥t l = 0 s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛♥❛❧②t✐✲
q✉❡♠❡♥t✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❧❛ssé ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ét✉❞✐é❡s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝❛s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳
✷✳✷✳✶✳✹ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿
▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♠✉t✐❝❡♥tr✐q✉❡s s♦♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❧❡s ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡s à é✈❛❧✉❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✐❝✐ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❡t q✉❡❧q✉❡s
♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬♦r❜✐t❛❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ χ ❡st ♥♦r♠é❡✱ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜
Jlt s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Jlt = 〈χl(2)χi(1)| 1
r12
|χj(1)χt(2)〉 ✭✷✳✶✷✮
✻✼
Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✭r❛♣♣❡❧✮ ✿
Jlt = 〈χl(2)|Vˆij |χt(2)〉 ✭✷✳✶✸✮
❆✈❡❝
Vˆij =
∫
χi(1)| 1
r12
|χj(1)dτ ✭✷✳✶✹✮
Vˆij ✐❝✐✱ ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✳
Jlt r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ 2 ❞❛♥s ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞û à ❧✬é❧❡❝tr♦♥ 1✳ ❈❡s t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ s♦♠♠és✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ 2 ❞û à t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s é❧❡❝tr♦♥s
❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r❜✐t❛❧❡s χi ✱ χj ✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❞❡♥s✐té ‖χi‖2✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡
χi r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♦r❜✐t❛❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ q✉✐ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛t♦♠❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✐✛èr❡ ♣❡✉ s♦✐t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❞❛♥s
❧✬❛t♦♠❡ ✐s♦❧é✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ② s♦♥t t♦✉t❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s✱ s♦✐t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❛t♦♠❡s✳
▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ③ér♦ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉♦♥❝✱ Vˆ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡
❞✉ t②♣❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❝❡s ❛t♦♠❡s✳
✷✳✷✳✶✳✺ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ✿
●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Klt = 〈χl(2)χj(1)| 1
r12
|χi(2)χt(1)〉 ✭✷✳✶✺✮
❊t
Vˆji =
∫
χj(1)| 1
r12
|χi(2)dτ ✭✷✳✶✻✮
Vˆji ✐❝✐✱ ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳
❈❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✳ ❊❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ q✉✐ tr❛❞✉✐t
✻✽
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s χi ❡t χj ❡t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❧✐❛✐s♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ✷❑ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t
❧✐❛♥t ❡t ❧✬ét❛t ❛♥t✐✲❧✐❛♥t ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❍2 ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳
✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té✲
❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
✭s✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ~r1 ❡t ~r2✮ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✧ é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✧ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮✮ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ s❡✉❧ é❧❡❝tr♦♥ ❬✺✹❪✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ s✬é❝r✐t ✿
E =
∫
d3r1
∫
ρa(~r1)ρb(~r2)
r12
d3r2 ✭✷✳✶✼✮
❆✈❡❝ ✿ r12 = |~r1 − ~r2|
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡s t②♣❡s ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿
✕ ■♥té❣r❛❧❡ à ✉♥ s❡✉❧ ❝❡♥tr❡ ✿ ❧❡s ❛t♦♠❡s a ❡t b s❡ tr♦✉✈❡♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠ê♠❡
❛t♦♠❡ ✿
ρa(~r1) = ϕa(~r1)ϕa(~r1) = ϕ
2
a(~r1)
✕ ■♥té❣r❛❧❡ à ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ✿ ❧❡s ❞❡✉① ❛t♦♠❡s a ❡t b s♦♥t ❝❡♥trés ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ✭❧❛
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✮ ✿
ρa(~r1) = ϕa(~r1)ϕb(~a− ~r1)
✻✾
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿
✕ ■♥té❣r❛❧❡ à tr♦✐s ❝❡♥tr❡s a✱ b✱ c✱ ✿ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ tr♦✐s ❝❡♥tr❡s ❞✐st✐♥❝ts✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s à
tr❛♥s❧❛t❡r ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ✈❡rs ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s a ❡t b✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tr♦✐s ❝❡♥tr❡s (a, b, c)✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s tr❛♥s❧❛t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ✈❡rs ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❝❤♦✐s✐s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
♥♦✉s tr❛♥s❧❛t♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❝❡♥tré❡s s✉r c ❡♥ a ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
a ρa(~r1) ❡t ❧✬♦r❜✐t❛❧❡ c ❡♥ b ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à b ρb(~r2)✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s
❞❡♥s✐tés ✿
❚②♣❡ a ✿
ρa(~r1) = ϕa(~r1)ϕc(~r1)
❚②♣❡ b ✿
ρb(~r2) = ϕb(~r2)ϕc(~r2)
❈❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ϕc(~r1) = ϕa(~r1 − ~ac)
❈❡❧❧❡s✲❝✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s sér✐❡s ✐♥✜♥✐❡s ❞❡ ❇❈▲❋s ❬✸✾❪✳
✕ ■♥té❣r❛❧❡ à q✉❛tr❡ ❝❡♥tr❡s ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ❝❡♥tr❡s s♦♥t
❞✐✛ér❡♥ts a 6= b 6= c 6= d✳ ◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡✉① tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡
c ❡♥ a ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞❡ d ❡♥ b ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ρa(~r1) = ϕa(~r1)ϕc(~r1)
✼✵
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿
ρb(~r2) = ϕb(~r2)ϕd(~r2)
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s r❡♣ér❛♥t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s à q✉❛tr❡ ❝❡♥tr❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞✬❛t♦♠❡s ❡①✐❣❡
❞❡✉① tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡♣✉✐s ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ✈❡rs ❧❡s ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s
❞és✐❣♥és a ❡t b✳
ρa(~r1) = ϕa(~r1)ϕa(~r1 − ~ac)
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣ré❝✐sé✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ♣♦✉r ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
G(~r1, ~r2) =
1
|~r1 − ~r2| ✭✷✳✶✽✮
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡❧t❛ ❞❡ ❉✐r❛❝ ✿
∇2G(~r1, ~r2) = −4πδ|~r1 − ~r2| ✭✷✳✶✾✮
✼✶
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
E =
∫
d3r1
∫
G(~r1, ~r2)ρa(~r1)ρb(~r2)d
3r2 ✭✷✳✷✵✮
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉❡ à ✉♥ é❧❡❝tr♦♥✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st
❛✐♥s✐ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♠♦♥♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳
∇2~r1Va(~r1) = −4πρa(~r1) ✭✷✳✷✶✮
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●r❡❡♥ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✻✮ ❡t ✭✷✳✼✮✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❈♦✉✲
❧♦♠❜ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
E = − 1
4π
∫
d3r1
∫
G(~r1, ~r2)∇2~r1Vb(~r1)ρb(~r2)d3r2 ✭✷✳✷✷✮
❆✈❡❝ ✿
∇2G(~r1, ~r2) = −4πδ(~r1 − ~r2)
▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ V (~r) ❞û à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✿
V (~r1) =
∫
ρb(~r2)
r12
d3r2 ✭✷✳✷✸✮
❊t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✿
E = − 1
4π
∫
Vb(~r)∇2~rVa(~r)d3r ✭✷✳✷✹✮
❈❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ é❧❡❝tr♦♥✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧✬é♥❡r✲
✼✷
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿
❣✐❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❞❡✉① é❧❡❝tr♦♥s✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡♥ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t é✈✐❞❡♥t✳ ▲❛
❞♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ré❞✉✐t❡ à ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ✈♦✲
❧✉♠❡ s✐♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✬❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✬ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
P♦✐ss♦♥✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❝❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs é✈❛❧✉é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ❬✾✽❪✳
❯♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s
❛t♦♠✐q✉❡s ❡♥ ❢❛❝t❡✉r ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾✾❪✳ ❈❧❛✐r❡✲
♠❡♥t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✵✮✱ ✭✷✳✷✷✮✱ ✭✷✳✷✸✮✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ E s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ✿
E =
∫ ∞
0
Vb(~r)ρa(~r)d
3r ✭✷✳✷✺✮
❈❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❛t♦♠❡s a ❡t b✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾✽❪ ❡t ❜✐❡♥ s✐♠♣❧✐✜é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾✾❪✳
✷✳✸✳✶ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ✿
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ✐❝✐✱ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs ré❛❧✐sés ♣❛r P❤✐❧✐♣ ❍♦❣✲
❣❛♥ ❡t s❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾✽❪✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✐❧s ♦♥t ♣✉ ❞é✜♥✐r ❡t ét✉❞✐❡r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❈❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s s♦♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
P♦✐ss♦♥✳ ❉❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡s ❢♦r♠❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡
r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t é✈❛❧✉é❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ✭à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣rès ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❛❧❡ ❛t♦✲
♠✐q✉❡ s♦✐t β2 ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳
∇2~rFmnl (β,~r) = −(2l + 1)an,ββ2(βr)n−2e−βrY ml (rˆ) ✭✷✳✷✻✮
❙♦✐❡♥t ✿
n✱ l ❡t m ❧❡s ♥♦♠❜r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳
✼✸
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿
an,β ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ✭❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ●❛✉♥t q✉✐ ❧✐♥é❛r✐s❡♥t
✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✮✳
❊t ❧❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Fmnl (β,~r) = an,βfnlY
m
l (rˆ) ✭✷✳✷✼✮
❖ù
fnl(x) ≡ (n+ l)!
xl+1
P (n+ l + 1, x) + (n− l − 1)!xlQ(n− l, x) ✭✷✳✷✽✮
❉♦♥❝✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ Fmnl s✬é❝r✐t ✿
Fmnl (β,~r) = an,β[P (n+ l + 1, βr)Zml (β~r) + (n− l − 1)!Q(n− l, β~r)Yml ] ✭✷✳✷✾✮
❖ù Y ❡st ✉♥❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s♦❧✐❞❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❡t Z ❡st ✉♥❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s♦❧✐❞❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✱ q✉✐
s✬é❝r✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿
Yml (~x) = xlY ml (x) ✭✷✳✸✵✮
Zml (~x) =
1
xl+1
Y ml (x) ✭✷✳✸✶✮
❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❣❛♠♠❛
✐♥❝♦♠♣❧èt❡s P ❡t s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t Q s♦♥t ♥♦r♠é❡s ✭❛✈❡❝ P +Q = 1✮✳ ❊❧❧❡s s✬é❝r✐✈❡♥t ❞♦♥❝ s♦✉s
❧❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
P (N, x) =
1
(N − 1)!
∫ x
0
tN−1e−tdt
Q(N, x) =
1
(N − 1)!
∫ ∞
x
tN−1e−tdt
✭✷✳✸✷✮
❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✻✮✱ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ♦r❜✐t❛❧❡ ❞❡ ❙❧❛t❡r✱ ❞♦♥t ❧❡
✼✹
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿
♥♦♠❜r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ♠♦❞✐✜é✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ r❡❝♦✉✲
✈r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r ❧❛
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ β2 ♣rés❡♥t ❝♦♠♠❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✾✾❪✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❛ss❡③ ❛✐sé♠❡♥t✱ à ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s à tr♦✐s ❝❡♥tr❡s✱ q✉✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s
❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦♥♥é ❡t s❛♥s tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡st é✈❛❧✉é ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❡t s♦♥
♣r♦❞✉✐t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❛✉tr❡ é❧❡❝tr♦♥✱ ❡st ✐♥té❣ré ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st
s✐♠♣❧❡ ❡t très ❡✣❝❛❝❡✳
❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✾✽❪✱ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❝♦♠♠❡
✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
V (~r) =
∑
nlm
Fmnl (β,~r)Cnlm(β) ✭✷✳✸✸✮
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱
❧✐♥é❛r✐sés q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ●❛✉♥t✳
✷✳✸✳✷ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ✿
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✐r❡❝t❡s ❞❡s
✐♥té❣r❛❧❡s✳ ❊❧❧❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
st♦❝❦é❡s ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❡t ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡s
♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s r❡q✉✐s❡s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ sé❝✉❧❛✐r❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ ❝❡s ❡①♣♦s❛♥ts
❡st rés♦❧✉❡ ❛✈❛♥t ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❬✸❪✳
E =
∫
V (~r1)ρ(~r1)d
3r1 ✭✷✳✸✹✮
✼✺
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿
✷✳✸✳✷✳✶ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ s✬é❝r✐t ✿
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✼✮✱ ✭✷✳✷✽✮✱ ✭✷✳✸✸✮ ❡t ✭✷✳✸✹✮✱ ❛♥✐s✐ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Cnlm ❡st
❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ●❛✉♥t < l1m1|l2m2|LM >✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s❡ ♠❡t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
E = CaCb
la+lb∑
L=|la−lb|
〈lama|lama|LM〉 〈lbmb|lbmb|LM〉
∫ ∞
0
fnl(βr)r
2ne−Zardr ✭✷✳✸✺✮
❖ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fnl s♦♥t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs r❛❞✐❛✉① ❞❡ ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✷✳✷✽✮✳ ❊t ✿
Ca =
2Za
2na!
Cb =
2Z2nb+1b
2nb!
✷✳✸✳✷✳✷ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s✬é❝r✐t ✿
β = Za + Zb ❡t N = na + nb
E = CaCb
la+lb∑
L=|la−lb|
〈lama|lama|LM〉2 ×
∫ ∞
0
fnl(x)x
Ne−xdx ✭✷✳✸✻✮
❖ù fnl ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮✳ ❊t ✿
Ca =
2Za + 1
2na!
Cb =
2Z2nb+1b
2nb!
✼✻
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿
✷✳✸✳✷✳✸ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s à ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s s✬é❝r✐t ✿
❙✉✐✈❛♥t ❘♦♦t❤❛❛♥ ❬✼✽❪✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ♣♦✉r
sé♣❛r❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡st ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ rés♦❧✉❡ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ ♣❧❛❝é ❡♥ ✉♥ ❢♦②❡r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥
♥♦②❛✉ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞♦♥♥é à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ra✮✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té r❡st❛♥t❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦②❡r
✭s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❝❡♥tré ❡♥ rb✮✳
ra =
1
2
(t+ u)R
rb =
1
2
(t− u)R
❆✈❡❝ ✿ R ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r✲♥✉❝❧é❛✐r❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳
Eab =
∫ ∞
0
V (~ra) ρ(~rb) d
3r
=
1
8
∫ ∞
1
dt
∫ 1
−1
du
∫ 2π
0
V (t, u) ρ(t, u) (t2 − u2)R3dφ
✭✷✳✸✼✮
❆✐♥s✐✱ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❢❛❝t❡✉r ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ d3r → (t2 − u2)R3/8✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ V ❞♦♥♥❡
U(t, a) = xV (t, a)
❖ù x = β ra✱ ❡t ❧❡ β ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝r❛♥ ❞❡ ❧✬♦r❜✐t❛❧❡ ❞❡ ❙❧❛t❡r✳
❉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té à rb✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ψN,L,M ✱ s♦✐t ✉♥❡ ♦r❜✐t❛❧❡ ❞❡ ❙❧❛t❡r ♠♦❞✐✜é❡ ✿
r (Nnl r
n−1 e−a~r Y ml )
2 = rN−1 e−2ar < lm | lm |LM >2 YML ✭✷✳✸✽✮
❖ù r ❡st ✉♥ s✉❜st✐t✉é ❝♦♠♠❡ s✉✐t r → rb ❡t N = 2n
▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✼✼
❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿
Eab =
∫ ∞
0
V (~ra) ρ(~rb)d
3r
=
1
16β
∫ ∞
1
dt
∫ 1
−1
du
∫ 2π
0
U(t, u)ψN,L,M (t, u)Rdφ
✭✷✳✸✾✮
❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛ été ❝♦❞é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✵✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❈ ❞✬❛♣rès ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛
str❛té❣✐❡ ❞❡ ❙❚❖P ❬✾❪ ❬✶✵❪ ❡t ❙▼■▲❊❙ ✭❙❧❛t❡r ▼♦❧❡❝✉❧❛r ■♥t❡❣r❛❧s ❢♦r ▲❛r❣❡ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙②st❡♠s✱
❞❡ ❘✐❝♦ ❡t ❛❧✱ à ▼❛❞r✐❞✮✱ q✉✐ ❡st ❜❛sé s✉r ❬✼✻❪✱❬✽✻❪✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉①
q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳
✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s
✐♥té❣r❛❧❡s ♠♦♥♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❡t ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ ◆♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝✲
t✉és s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙❚❖P✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❝♦♠♣❛ré ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✭P❖■❙❙❖◆✮ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
✉t✐❧✐s❛♥t ❙❚❖P ❡t ❙▼■▲❊❙ ❬✶✵❪ ❬✾❪✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t r❡♣rés❡♥tés s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① r❡✲
❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳
▲✬❡✣❝❛❝✐té ✭✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣ré✲❞é✜♥✐❡✮ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✱ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s s✉r ♦r❜✐t❛❧❡s
❞❡ ❙❧❛t❡r✳
✷✳✹✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ H2 ✿
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ❡t ❛♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té
❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❙♦✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ H2 ❡♥ ✭u.a.✮ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❞❡s
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✿
H(H2) = 2H(H+2 ) +
1
r12
✭✷✳✹✵✮
✼✽
❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿
❆✈❡❝ ✿
H(H+2 ) = Ha −
1
rb
= Hb − 1
ra
♦ù Ha ❡t Hb s♦♥t ❧❡s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ✭❛✮ ❡t ✭❜✮✱ sé♣❛rés ❞❡ ❘✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❧é❝✉❧❡s ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
ψ(1, 2) = 1σ(1)1σ(2)
1√
2
{α(1)β(2)− α(2)β(1)} ✭✷✳✹✶✮
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r H+2 ✈❛✉t ✿
E = E(1s)− j
′ + k′
1 + S
✭✷✳✹✷✮
❊t ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① ✈❛✉t ✿ 1/R✳
❆✈❡❝ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s j′✱ k′ ❡t S ❡♥ (u.a.) s✉✐✈❛♥t❡s ✿
j′ =
∫
a2(1)
r1b
dτ1 =
1
R
{
1− (1 + s)e−2s} ✭✷✳✹✸✮
k′ =
∫
a(1)b(1)
r1b
dτ1 =
{
1 + s)e−s
}
✭✷✳✹✹✮
S =
∫
a(1)b(1)dτ1 =
{
1 + s+
1
3
s2
}
e−s ✭✷✳✹✺✮
❆✈❡❝ s = R/a0
P♦✉r ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ H2✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ t❡r♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞û à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ (1/r12)✱ q✉✐ s✬é❝r✐t ❣râ❝❡ ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❛✈❡❝ ΦA(1) ✉♥❡ ❖❆ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✉r ❧✬❛t♦♠❡ ❆ ❡t ΦB(1) ✉♥❡ ❖❆ s✉r ❇✱ ♣♦✉r ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ✶✳
j =
∫
ΦA(1)
2ΦB(2)
2
r12
dτ1dτ2 = 〈AA|BB〉 ✭✷✳✹✻✮
✼✾
❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿
k =
∫
ΦA(1)ΦB(1)ΦA(2)ΦB(2)
r12
dτ1dτ2 = 〈AB|AB〉 ✭✷✳✹✼✮
l =
∫
ΦA(1)
2ΦA(2)ΦB(2)
r12
dτ1dτ2 = 〈AA|AB〉 ✭✷✳✹✽✮
m =
∫
ΦA(1)
2ΦA(2)
2
r12
dτ1dτ2 = 〈AA|AA〉 ✭✷✳✹✾✮
▲✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ② ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① ✭q✉✐ ✈❛✉t 1/R ❡♥ (u.a.)✮ ✿
E = 2E1s +
1
R
− 2j
′ + 2k′
1 + S
+
j + 2k +m+ 4l
2(1 + S)2
✭✷✳✺✵✮
❈❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t t♦✉t❡s êtr❡ é✈❛❧✉é❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ✐♠♣❧✐q✉é❡s
♣♦✉r H2+✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬② ❛❥♦✉t❡r ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
❞✬é❝❤❛♥❣❡ à ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❦✱ ♥✬❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s
s♣❤ér✐q✉❡s ✭❧❡s ♥s✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ 1s✱ ❛✭✶✮ s✉r ❆ ❡t ❜✭✶✮ s✉r ❇ ✿
✽✵
❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿
j =
∫
a2(1)b2(2)
r12
dτ1dτ2
=
1
R
− 1
2
{
2
s
+
11
4
+
3
2
s+
1
3
s2
}
e−2s
k =
∫
a(1)b(1)a(2)b(2)
r12
dτ1dτ2 =
A−B
5
l =
∫
a2(1)a(2)b(2)
r12
dτ1dτ2
=
1
2
{(
2s+
1
4
+
5
8s
)
e−s −
(
1
4
+
5
8s
)
e−3s
}
m =
∫
a2(1)a2(2)
r12
dτ1dτ2 =
5
8
✭✷✳✺✶✮
❆✈❡❝
A =
6
s
{
(γ + lns)S2 − Ei(4s)S′2 + 2Ei(2s)SS′}
B =
{
−25
8
+
23
4
s+ 3s2 +
1
3
s3
}
e−2s
S′(s) = S(−s)
✭✷✳✺✷✮
❊✐✭①✮ ❡st ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t γ ❡st ❧❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✬❊✉❧❡r ✭γ = 0, 57722...✮✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡
❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡st é✈❛❧✉é❡ ❞❛♥s ❬✼✾❪✳
✷✳✹✳✷ ❱❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿ ❍2✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ P♦✐s✲
s♦♥ ✿
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✷✳✶✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ✭s ❡t p✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ③❡t❛ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡①✲
✽✶
❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿
❆❖s ✭③❡t❛✮ 1sa1 1sa2 2sa 2pza
1sa1 ✶✳✵✹✸ ✶✳✵✹✸ ✲ ✲ ✲
1sa2 ✶✳✺✾✾ ✵✳✾✸✹✸✵✾ ✶✳✺✾✾ ✲ ✲
2sa ✶✳✻✶✺ ✵✳✾✽✵✶✹✶ ✵✳✽✼✵✸✵✹ ✶✳✻✶✺ ✲
2pza ✶✳✼✽✹ ✵✳✾✵✶✶✶✸ ✵✳✾✷✸✵✻✹ ✶✳✶✽✾✷✹✶ ✶✳✼✽✹
1sb1 ✶✳✵✹✸ ✸✳✹✺✺✸✻ ✵✳✸✻✹✶✶✼ ✵✳✻✺✾✼✾✶ ✶✳✻✷✶✻✹✹
1sb2 ✶✳✺✾✾ ✵✳✹✸✸✵✾✼ ✵✳✸✸✷✽✽✼ ✵✳✻✸✺✽✻✼ ✶✳✺✹✶✽✺✽
2sb ✶✳✻✶✺ ✵✳✸✷✸✻✾✶ ✵✳✷✹✽✵✺✵ ✵✳✺✷✾✸✵✵ ✶✳✷✼✻✻✸✵
2pzb ✶✳✼✽✹ ✵✳✹✵✷✸✽✼ ✵✳✸✷✹✽✼✷ ✵✳✻✸✻✽✼✼ ✷✳✵✶✹✶✾✻
❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ H2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r❜✐t❛❧❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡♥tr❡ ✭♠♦♥♦✲❝❡♥tr✐q✉❡s✮ a ♦✉ b ❡t ♣♦✉r ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s a ❡t b
✭❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s✮✳
♣♦s❛♥t ❞❡ ❙❧❛t❡r ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❍2✱ ❞✬✉♥ ❝❡♥tr❡ ♣✉✐s ❞❡ ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s t❡r♠❡s
♠♦♥♦❝❡♥tr✐q✉❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✳
❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s
❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♠♦♥♦✲❝❡♥tr✐q✉❡s ✭❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✷✳✶✮✮ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ✭❧❡
❢❛❝t❡✉r ✺✴✽ ét❛♥t ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é ❡t ❛❜s❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❛❜❧❡❛✉✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♠♦♥♦✲
❝❡♥tr✐q✉❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❜✐t❛❧❡ 2pza ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ▲✬♦r❜✐t❛❧❡ 1sa1 ❡t 1sa2 r❡♣rés❡♥t❡
❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s 1s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛t♦♠❡ ✭❛✮✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❡st s②♠étr✐q✉❡ s✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ✈❛r✐❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝
❧✬❡①♣♦s❛♥t✳
✷✳✹✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✿ ▼♦❧é❝✉❧❡ H2 ✿
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ 1/r12 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ sé♣❛ré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡
❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡
r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts ♠♦♥♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♦❜t❡♥✉ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❈❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❛ss✉r❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts
❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts ✬❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✬ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ J12 ❬✾✷❪ ✿
J12 = < ρ(r1) φi(r1) > < φi(r2) ρ(r2) > ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ s✉r ✐ ✭✷✳✺✸✮
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉① ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t ❛✉tr❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s
✽✷
❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿
♠✉❧t✐❝❡♥tr✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜
♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φi ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
φn l(r) =
∫ +∞
0
hn(x)jl(rx)dx ✭✷✳✺✹✮
❖ù ❧❡s jl(x) s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❇❡ss❡❧ s♣❤ér✐q✉❡s✳
■❝✐✱ hn(x) ❡st ❧❡ ne ♠❡♠❜r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s ❡t ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡s s✉r
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0,+∞)✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✉ ne ♦r❞r❡ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ q✉❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡
✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✮✳ ❯♥ ❝❤♦✐①✱ ❧✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❢❛❝t❡✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
❞❡ ▲❛❣✉❡rr❡ Ln(x) ❬✷✻❪✱ ❬✹✵❪ ✿
❙♦✐❡♥t ✿
hn(x) =
√
2 Ln(2 x)e
−x ✭✷✳✺✺✮
❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s à ✉t✐❧✐s❡r ❡t ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛✉① ♣♦t❡♥t✐❡❧s ✿
V00(r) =
√
2
t❛♥−1(r)
r
✭✷✳✺✻✮
V10(r) =
√
2 [
t❛♥−1(r)
r
− 2
(1 + r2)
] ✭✷✳✺✼✮
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r n ♣❧✉s é❧❡✈é ❧❡s Vn0(r) r❡ss❡♠❜❧❡♥t t♦✉s à V10 ❡t s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐tés à ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✷✳✷✷✮ ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✷✻❪ ✿
Vn0(r) =
√
2
1
r
(t❛♥−1(r) +
n∑
1
(−1)k s✐♥(2 k t❛♥
−1(r))
k
) ✭✷✳✺✽✮
✽✸
❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿
❡t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ Vnl(r) ❛✈❡❝ l ♥♦♥✲♥✉❧ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳
▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t < ρ(r1) φi(r1) > ❡t < φi(r2) ρ(r2) > ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s ❞❡♥s✐tés
q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s s✉r ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❞✐st✐♥❝ts✱ ❛✉ ♣✐r❡✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s
✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✱ q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❞❡♥s✐tés ♠♦♥♦✲❝❡♥tr✐q✉❡s✱ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ q✉✐
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s à ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ✭❞❡♥s✐té ❞✬é❝❤❛♥❣❡✮✳ ❈❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡
❡st très ❧✐♠♣✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs
é✈❛❧✉❡r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✸✷❪ ✿
< ψa(r1) ψb(r1) φi(r1) > ✭✷✳✺✾✮
❆✈❡❝ ψa ❡t ψb ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ▲❡ ❝❛s ❛t♦♠✐q✉❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
♣❛r♠✐ n, l, m ♦✉ ζ ❞♦✐✈❡ êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦r❜✐t❛❧❡s✳ ▲❡ ❝❛s ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡ ♣❡✉t ♠❡ttr❡
❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r❜✐t❛❧❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣rès✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ❡st ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡✳
❈❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ✧❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✧ s♦♥t ❛✐♥s✐ ♠♦♥♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❡t ❛♣♣❛r❡♥té❡s
❛✉① r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts ♦r❜✐t❛❧❡s✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞û ❛✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✐ss✉
❞❡ ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✳ ▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❛ss❡♠❜❧❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❛ss❡③ ♠♦❞❡st❡✱ q✉✐ ❡st ❧✐♠✐té❡
❛✉① ♦r❜✐t❛❧❡s ❛②❛♥t l = 0 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s✳ ❆✈❡❝ R = 1.402 (u.a.) ❝♦♠♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡
❞❡ −1.1284436Ha ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡st ❡st✐♠é❡ à −1.1336296Ha✳
✷✳✹✳✹ ■♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❛♥s ❍2✱ ❖❆ ♥s
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①❛❝t❡s ❞❡ ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s
❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛✈❡❝ ✶✵ t❡r♠❡s s♦♠♠és✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s s✐① ❞é❝✐♠❛❧❡s ❡①❛❝t❡s ✿
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✷✳✷✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✉♠ér♦
③❡t❛ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❍2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s s✳ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ✶✱ ✷✱ ✸
✽✹
❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿
❆❖s ✭③❡t❛✮ ❙②♠❜♦❧❡s ❬❆✭✶✮❇✭✷✮❆✬✭✷✮❇✬✭✶✮❪ ✈❛❧❡✉r r❡♠❛rq✉❡
1sa1 ✶✳✵✹✷✾✾✾ ✶ ✶✷✶✷ ✵✳✼✷✵✼✶✻ ✲
1sa2 ✶✳✺✾✾✾✾✾ ✷ ✶✸✶✸ ✵✳✺✽✺✶✼✷ ✲
2sa1 ✶✳✻✶✺✵✵✵ ✸ ✶✹✶✹ ✵✳✻✶✵✶✾✷ ✲
2sa2 ✶✳✼✽✹✵✺✾ ✹ ✷✸✷✸ ✵✳✺✺✼✽✼✽ ✲
1sb1 ✶✳✵✹✷✾✾✾ ✺ ✷✹✷✹ ✵✳✻✵✼✾✷✼ ✲
1sb2 ✶✳✺✾✾✾✾✾ ✻ ✸✹✸✹ ✵✳✻✵✷✶✹✶ ✲
2sb1 ✶✳✻✶✺✵✵✵ ✼ ✷✶✷✶ ✵✳✼✷✵✼✶✻ ❂ ✶✷✶✷
2sb2 ✶✳✼✽✹✵✺✾ ✽ ✸✷✸✷ ✵✳✺✺✼✽✼✽ ❂ ✷✸✷✸
❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ H2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❡♥tr❡s a ❡t b✳
✳✳✳✱ ✽ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❝❤♦✐s✐s ❞❡s ❛t♦♠❡s ✿ 1sa1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦r❜✐t❛❧❡
1s s✉r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❛ ❡t ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✶ ❡t❝✳ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
[A(1)B(2)A′(2)B′(1)] q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ✶ s✉r ❧❡ ❝❡♥tr❡ a✱ ❡st ❞❛♥s A(1) ❡t s✉r ❧❡ ❝❡♥tr❡ b
❞❛♥s B(1) ❡t❝✱ A ❡t A′ s♦♥t ❞❡✉① ❖❆ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛t♦♠❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡s r❡♠❛rq✉❡s✱ ♥♦t♦♥s
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s✱ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✷✶✷✶
❡t ✶✷✶✷ ❡t❝✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à s❡✉❧❡♠❡♥t s✐① ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡
♠♦♥♦❝❡♥tr✐q✉❡s✱ q✉✐ s♦♥t ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡s ❡t st♦❝❦é❡s✱ ❞ès q✉❡ ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
s♦♥t ❞♦♥♥és ✭❞♦✉❜❧❡ ❩ét❛ ζ ❛✈❡❝ l = 0 ✐❝✐✮✳
❙②♠❜♦❧❡s ✈❛❧❡✉r r❡♠❛rq✉❡ ✭s②♠étr✐❡✮
✶✺✶✺ ✵✳✸✶✾✾✵✷ ✲
✶✺✶✻ ✵✳✷✽✺✵✵✾ ❂ ✶✺✷✺
✶✺✶✼ ✵✳✸✷✺✻✹✹ ❂ ✶✺✸✺
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✷✺✶✼ ✵✳✷✾✵✺✸✸ ✲
✷✺✶✽ ✵✳✷✾✵✶✹✾ ✲
❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é✲
❝✉❧❡ H2✳
❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✷✳✸✮✱ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s r❡♣èr❡♥t ❧❡s ❖❆ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❜✐✲
❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ H2✳ ▲❛ sér✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡
✽✺
❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿
❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s s♦♥t t♦✉t❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ ✵✱✸✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
1sa1(1)1sb1(1)✱ ❡t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ♣❛r s②♠étr✐❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥és✳
✷✳✹✳✺ ❈❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s à ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ HF ✿
◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s à ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ HF ✱ ❛✈❡❝ ❧❡s
❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ ❙❧❛t❡r ✭③❡t❛✮✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r♥✉❝❧é❛✐r❡ ❡st à 1.733 (u.a.)✳
❆❖ ♥ ❧ ♠ ③❡t❛
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✵✹ ✷ ✶ ✶ ✷✳✺✺
✵✺ ✷ ✶ ✲✶ ✷✳✺✻
✵✻ ✶ ✵ ✵ ✶✳✷✹
✵✼ ✷ ✵ ✵ ✷✳✷✺
❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❡t ❡①♣♦s❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s
H ❡t F ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s n✱ l✱ ❡t m✳
❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✶✺✮✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡ H ❡t F ✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❙❧❛t❡r ✭③❡t❛✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦✲
♠✐q✉❡s ❞❡ ✵✶ ❥✉sq✉✬❛✉ ✵✺ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s 1s✱ 2s✱ 1pz✱ 1px ❡t 1py ❞❡
❧✬❛t♦♠❡ F t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ✵✻ ❡t ✵✼ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s 1s ❡t 2s ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ H✳ ▲❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✶✺✮ s♦♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✷✳✺✮
❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
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❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ✕ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✭❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s✮ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡
HF ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✳
❚♦✉t❡s ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à s✐① ❝❤✐✛r❡s ❞é❝✐♠❛✉① ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙❚❖P ❬✾❪✳
✽✻
❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿
✷✳✹✳✻ ❈❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ CH3F ✿
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉✲
♠ér✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ CH3F
❡✛❡❝t✉és ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❙❚❖P ❞é❥à
✈❛❧✐❞é❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❞❡
❞é✜♥✐r ✉♥ ét❛t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ CH3F ✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s
❛t♦♠✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✻ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞✉ ❝❛r❜♦♥❡ C✳ P♦✉r ❧❡ ✢✉♦r
F ✱ ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s ❧❛ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r HF ✳ P♦✉r ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡ H✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦r❜✐t❛❧❡
1s ❛✈❡❝ ζ = 1.24d0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ✵✶ à ✵✺ ♣♦✉r ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s
❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ C ✭1s, 2s, 2pz, 2pm=1, 2pm=−1✮✱ ❞❡ ✵✻ à ✶✵ ♣♦✉r ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s
❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞❡ ✢✉♦r F ✭1sF , 2sF , 2pzF , 2p(m=1)F , 2p(m=−1)F ✮ ❡t ✶✶✱ ✶✷ ❡t ✶✸ ♣♦✉r ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s 1s
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❛t♦♠❡ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ H✱ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛t♦♠❡ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ H ❡t ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ❛t♦♠❡
❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ H✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❆❖ ◆♦✳ ♥ ❧ ♠ ③❡t❛
✵✶ ✶ ✵ ✵ ✺✳✻✼✷✼
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✵✸ ✷ ✶ ✵ ✶✳✺✻✼✾
✶✶ ✶ ✵ ✵ ✶✳✷✹✵✵
❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✕ ❱❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s s❡❧♦♥ n✱ l✱ ❡t m ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡
C ❡t H✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❈❍3❋✱ s♦✐t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛①❡ C3✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st ❧✐♠✐té ✿ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s
✽ ❞é❝✐♠❛❧❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❚❖P✳
✕ ❈❧é s✉r ❈✱ ✶ ✿ ✶s✱ ✷ ✿ ✷s✱ ✸✱ ✹✱ ✺ ✿ ✷♣ ③✱ ①✱ ②✱ ✭❊①♣♦s❛♥ts ✷♣ é❣❛✉①✮✳
✕ ✶✶ ✿ ✶s ❍ ✭① ❂ ✵✮ ✶✷ ✿ ✶s ❍ ✭② ❂ ②✭✶✸✮✱ ① ❂ ✲ ①✭✶✸✮✱ ❡t ❡①♣♦s❛♥ts ✷♣ é❣❛✉①✮✳
✕ ❊ ❂ ✲ ✷✺✹✳✷✾✼ ✭a.u.✮ ✭✲✷✺✹✳✷✽✹ ✭a.u.✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ✻✲✸✶●✮✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜
❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❈❍3❋ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❙❚❖P ❡t P♦✐ss♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ ❧❛
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♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡ ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❙❚❖P✳
❆❖ ◆♦s ❙❚❖P P❖■❙❙❖◆ ❆❖ ◆♦s ❙❚❖P P♦✐ss♦♥
✶✶ ✶✶ ✶ ✶ ✵✳✹✼✷✸✷✽✻✽ ✵✳✹✼✷✸✷✽✻✽ ✶✷ ✶✷ ✶ ✶ ✵✳✹✼✷✸✷✽✻✽ ✵✳✹✼✷✸✷✽✻✽
✶✶ ✶✶ ✷ ✶ ✵✳✶✵✷✼✹✼✸✼ ✵✳✶✵✷✼✹✼✸✼ ✶✷ ✶✷ ✷ ✶ ✵✳✶✵✷✼✹✼✸✼ ✵✳✶✵✷✼✹✼✸✼
✶✶ ✶✶ ✹ ✶ ✵✳✵✵✽✾✶✻✷✷ ✵✳✵✵✽✾✶✻✷✷ ✶✷ ✶✷ ✹ ✶ ✵✳✵✵✹✹✺✽✶✶ ✵✳✵✵✹✹✺✽✶✶
✶✶ ✶✶ ✺ ✶ ✵✳✵✵✽✾✶✻✷✷ ✵✳✵✵✽✾✶✻✷✷ ✶✷ ✶✷ ✺ ✶ ✵✳✵✵✹✹✺✽✶✶ ✵✳✵✵✹✹✺✽✶✶
✶✶ ✶✶ ✷ ✷ ✵✳✹✸✹✸✽✹✶✷ ✵✳✹✸✹✸✽✹✶✷ ✶✷ ✶✷ ✷ ✷ ✵✳✹✸✹✸✽✹✶✷ ✵✳✹✸✹✸✽✹✶✷
✶✶ ✶✶ ✸ ✷ ✵✳✵✹✹✶✵✼✶✽ ✵✳✵✹✹✶✵✼✶✽ ✶✷ ✶✷ ✸ ✷ ✵✳✵✹✹✶✵✼✶✽ ✵✳✵✹✹✶✵✼✶✽
✶✶ ✶✶ ✹ ✷ ✵✳✵✽✽✷✶✹✸✶ ✵✳✵✽✽✷✶✹✸✶ ✶✷ ✶✷ ✹ ✷ ✵✳✵✹✹✶✵✼✶✻ ✵✳✵✹✹✶✵✼✶✻
✶✶ ✶✶ ✺ ✷ ✵✳✵✽✽✷✶✹✸✶ ✵✳✵✽✽✷✶✹✸✶ ✶✷ ✶✷ ✺ ✷ ✵✳✵✹✹✶✵✼✶✻ ✵✳✵✹✹✶✵✼✶✻
✶✶ ✶✶ ✸ ✸ ✵✳✹✶✺✹✸✾✽✹ ✵✳✹✶✺✹✸✾✽✹ ✶✷ ✶✷ ✸ ✸ ✵✳✹✶✺✹✸✾✽✹ ✵✳✹✶✺✹✸✾✽✹
✶✶ ✶✶ ✹ ✸ ✵✳✵✶✻✺✸✾✺✺ ✵✳✵✶✻✺✸✾✺✺ ✶✷ ✶✷ ✹ ✸ ✵✳✵✵✽✷✻✾✼✼ ✵✳✵✵✽✷✻✾✼✼
✶✶ ✶✶ ✺ ✸ ✵✳✵✶✻✺✸✾✺✺ ✵✳✵✶✻✺✸✾✺✺ ✶✷ ✶✷ ✺ ✸ ✵✳✵✵✽✷✻✾✼✼ ✵✳✵✵✽✷✻✾✼✼
✶✶ ✶✶ ✹ ✹ ✵✳✹✹✵✷✹✾✶✺ ✵✳✹✹✵✷✹✾✶✺ ✶✷ ✶✷ ✹ ✹ ✵✳✹✹✵✷✹✾✶✺ ✵✳✹✹✵✷✹✾✶✺
✶✶ ✶✶ ✺ ✺ ✵✳✹✹✵✷✹✾✶✺ ✵✳✹✹✵✷✹✾✶✺ ✶✷ ✶✷ ✺ ✺ ✵✳✹✹✵✷✹✾✶✺ ✵✳✹✹✵✷✹✾✶✺
❚❛❜❧❡ ✷✳✼ ✕ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡
❈❍3❋✱ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❚❖P ♣♦✉r
❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳
◆♦t♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té s s✉r C s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s
❛t♦♠❡s ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ H✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té p s✉r C✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té px ♦✉ py s✉r C s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦r❜✐t❛❧❡
p ❞✬✉♥ ❝❛r❜♦♥❡ ❡st ✐♠♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t pz ❡t s s✉r C ✈❛❧❡♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❝❡❧❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t px ♦✉ py✱ ❝❛r ❝♦s✭✻✵✮ ❂ ✶✴✷ ♣♦✉r ❧✬♦r❜✐t❛❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡
✶✶✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ✶✷✱ ❝❛r ❝♦s✭✵✮ ❂ ✶✳ P♦✉r pz ❛✈❡❝ px ♦✉ py ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s♦♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ✶✶ ❡t ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ✶✷✱ t♦✉❥♦✉rs à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦s✐♥✉s
❞✐r❡❝t❡✉r✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té pz ❡t ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s②♠étr✐❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉♣♣♦sé❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ s✬❛✈èr❡♥t ❝♦♥✜r♠é❡s
à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ♣❛r ♥♦s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s
❞✐st✐♥❝t❡s✳
✷✳✹✳✼ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ✷✱✻ ❞✐♠ét❤②❧♣②r✐❞✐♥❡ ✿
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s à ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ✷✱✻ ❞✐♠ét❤②❧♣②r✐❞✐♥❡
❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❤②❜r✐❞❡s ❡t ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✭❛②❛♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té s✉r ◆✮ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛s❡ ❞♦✉❜❧❡
✽✽
❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✿
③❡t❛ ❞❡ ❙❧❛t❡r ❞❡ ❙❚❖P✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s s✉✐✈✐ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ▲❡
t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✽ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❞❡ ❧❛ ♠♦✲
❧é❝✉❧❡ ❞❡ ✷✱✻ ❞✐♠ét❤②❧♣②r✐❞✐♥❡✱ é✈❛❧✉é❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✿ ❙❚❖P ❡t P♦✐ss♦♥✳ ▲❡ t❡♠♣s
❝♣✉ ❡st 2, 83s ♣♦✉r ❙❚❖P ❡t 2, 46s ♣♦✉r P♦✐ss♦♥ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❜✐✲❝❡♥tr✐q✉❡s ✭s✉r ■❇▼
❘❙✻✵✵✵✲✷✼✵✮✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r
❡✣❝❛❝✐té✳
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❞❡♥s✐té s✉r ◆✮ ❞❡ ❧❛ ✷✱✻ ❞✐♠ét❤②❧♣②r✐❞✐♥❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ✭❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥
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◗✉❡❧q✉❡s ✐❞❡♥t✐tés s♦♥t ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ♦r❜✐t❛❧❡s 2p ❞✉ ❝❛r❜♦♥❡✱ ❝❡ q✉✐
❡st t♦✉t à ❢❛✐t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❬✸❪✳ ▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s r❡q✉✐s❡s✱ ❡st ré❞✉✐t à ✵✳✶♠s ❛✈❡❝
❙❚❖P ❡t à ✵✳✵✸♠s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❙▼■▲❊❙ ❬✼✻❪ ❞♦♥♥❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ✵✳✵✽♠s ✭❝♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉é❡ ❜② ❘✳ ▲♦♣❡③✮✳ ▲❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❞❡
❋♦rtr❛♥ ①❧❢ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✶✹ ❞é❝✐♠❛❧❡s ❡①❛❝t❡s ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss✉s✱
✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ✽ ❝❤✐✛r❡s ❛ été ❝❤♦✐s✐❡✳
✽✾
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s
s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬❖❆ ❞❡ ❙❧❛t❡r✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥s♦♠♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❡♠♣s ❝♣✉ ❞✬✉♥
❝❛❧❝✉❧ ❛❜ ✐♥✐t✐♦✳ P♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ♦♥t ❝♦♥❝❡r♥é ❧❡s
❛t♦♠❡s ❡t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ❡t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s str✉❝t✉r❛❧❡s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❝♦♥❝❡r♥és✳ ❉❛♥s ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s
✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❛t♦♠✐q✉❡s ❡t ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ♥♦s
rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ✿ H2✱
❈❍3❋ ❡t ❧❛ ✷✱✻ ❞✐♠ét❤②❧♣②r✐❞✐♥❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts✱ ❡✛❡❝t✉és ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❚❖P ❞é❥à ✈❛❧✐❞és✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t
❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✱
❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳
✾✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❛❞❛♣tés ❛✉①
s♦❧✐❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿
❆♣rès ❛✈♦✐r ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❡t ré❛❧✐sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❧❡s
s②stè♠❡s s✐♠♣❧❡s ✭❛t♦♠❡s ♦✉ ♠♦❧é❝✉❧❡s✮✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛ss❡r à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✭❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮
s✉r ❧❡s s♦❧✐❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❝r✐st❛✉① ❞❡ ❝✉✐✈r❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✉ss✐
❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ré❛❝t✐♦♥♥❡❧s ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♦①②✲
❞❛t✐♦♥s ♠é♥❛❣é❡s ❞✬❛❧❝❛♥❡s ❡t ❞✬❛❧❝è♥❡s s✉r ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✭❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✱ ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♣ré✈✉s✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❞✬❡♥
♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡✳ ❆♣rès
❛✈♦✐r ❡①♣♦sé q✉❡❧q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❝r✐st❛❧❧✐♥s ❡t ♠♦♥tré ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱
♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sé❡ ✭❛❜ ✐♥✐t✐♦✮ ❡t ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
✾✶
▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✐❞❡s ✿
✸✳✷ ❊s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✴ ❊s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ✿
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s s♦❧✐❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ s♦✐t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡
♠❛✐❧❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❛✉t♦✉r ❞❡s ❛t♦♠❡s✱ s♦✐t
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❧✐é à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✬♠❛✐❧❧❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✬ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥
✭P❩❇✮ ✈♦✐r à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t
s♦♥t ❧❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s
s❡r❛✐❡♥t ❧❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡s✳ ▲❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡
❞é❧♦❝❛❧✐sé❡s ❡t ❛❞❛♣té❡s ❛✉ rés❡❛✉ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ s②stè♠❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳✳
✸✳✸ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✐❞❡s ✿
▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✭s❡❧♦♥ ❊✇❛❧❞✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s r12✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥ t❡r♠❡ à ❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡✱ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡✱ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ❆✜♥
❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✐❞❡✱ ✐❧ ❡st ♦♣♣♦rt✉♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧✬✉♥❡ ❞❡
❝❡s ❛s②♠♣t♦t❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❤♦✐s✐❡✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s
❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s sé♣❛ré♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞✉❡s à
❧❛ s✐♥❣✉❧❛r✐té ✿ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥✈✐❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡
♣♦✉r ❝❡❧❧❡ à ❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡✳
❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❛s②♠♣t♦t❡s ♠✉❧t✐♣♦❧❛✐r❡s à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✳ ❑♦❤♥✲
❙❤❛♠ s✉r ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ✿ ♥♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠♦♥s ❧✬❛s②♠♣t♦t❡ à
❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ♣❛r ❞❡s ♠✉❧t✐♣♦❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ❞ûs à
➪♥❣②á♥ ✭✷✵✵✻✮ ❬✷❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡ ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡
❢❛ç♦♥ à ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛✐sé❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ré❝✐♣r♦q✉❡✳
T (a) = Sµ(a) + Lµ(a) =
erfc(µa)
a
+
erf(µa)
a
✾✷
▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✐❞❡s ✿
▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❡st ❞❡ ❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❡♥ r = 0✳ ❖r✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t
êtr❡ é✈❛❧✉é ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❙❧❛t❡r ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é✱ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣♦rt✐♦♥ à
❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛♠♠❛ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ❛✜♥ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡✳ ◆♦tr❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤♦✐① ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st ❛❜s❡♥t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❜✐❡♥ q✉✬♦♥ t✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣t❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t
❞✉ t❡r♠❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✮✳
■❧ ❡st très ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬② ❛❞❥♦✐♥❞r❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦st ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✱ ❞❡ t②♣❡
❈■ ✭■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮ ♦✉ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ t②♣❡ ❋✶✷✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ♦❜❧✐❣és
❞✬❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ét✉❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s
❣r❛♥❞❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❡s✲s✉r❢❛❝❡✱ ♦ù ❧❛ s✉r❢❛❝❡ tr♦♥q✉❡ ✉♥ rés❡❛✉
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ s♦❧✐❞❡✳ ❉❡ t❡❧s s②stè♠❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❑♦❤♥ ❡t ❙❤❛♠✱ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞♦♥♥❡
❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❛
♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬❊✇❛❧❞ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣❡r♠❡t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣ré❝✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡ ❬✷❪✳
✸✳✸✳✶ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤ ✿
❈✬❡st ❧✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❝♦♠♠✉♥❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ✭❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♣ér✐♦✲
❞✐q✉❡✮ ❡t ❧❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✳ ❯♥ ét❛t ❞❡ ❇❧♦❝❤✱ ❞✬❛♣rès ❋❡❧✐① ❇❧♦❝❤✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤✮ ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❈❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ s✬é❝r✐t unk(r)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✾✸
▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✐❞❡s ✿
Ψnk(r) = e
i k.r unk(r) ✭✸✳✶✮
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s❡ ♠❡tt❡♥t
s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❛②❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té
❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ rés❡❛✉ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ s♦✐t ✿
ǫn(k) = ǫn(k +K) ✭✸✳✷✮
❆✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❑ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ rés❡❛✉ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s é♥❡r❣✐❡s
✈❛r✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❦✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥ ❞♦♥♥é❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s✳
❚♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ǫn(k) s❡ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❦ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ❞✉
rés❡❛✉ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ❝❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥ ❞♦♥♥é❡ s♦♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡♥ ❦✳
✸✳✸✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ▲❡s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❙❧❛t❡r ❡t ❧❡s
♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ✿
❙♦✐t ✉♥❡ ♦r❜✐t❛❧❡ ❞❡ ❙❧❛t❡r ns ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✿
e−Z r/n
Z ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ Z = A+ iθ
eiθ/n e−Ar/n
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❢❛❝t❡✉r ❡st ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❛②❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✳ ▲❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s s♦♥t
❞é❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t ❡t ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ▲❡✉r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t
à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ❲❛♥♥✐❡r✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❞é❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ❡t
s❡ ♠❡tt❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❛❧❡ ❞❡ ❙❧❛t❡r ❞✬❛r❣✉♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss✉s✮✳ ❊♥ ❢❛✐t✱
✾✹
▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✐❞❡s ✿
❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣r❡♥❞ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❧✐♠✐t❡s ✿ s✐ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❡st ré❡❧✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❛❧❡
❞❡ ❙❧❛t❡r✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t ✭❛t♦♠✐q✉❡✮ ❡t s✐ ✐❧ ❡st ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♣✉r✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✱ ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✳
✸✳✸✳✸ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✿ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈❘❨❙❚❆▲ ✿
❈❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♠❡t ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡
ét❛♥t ❝❡♥tré❡s s✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬② ❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
♣♦st✲❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✱ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❉❋❚✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ❧❛
❞é❝✐s✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s s✉r ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✱ q✉✐ ♦♣èr❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✱
♣❧✉tôt q✉❡ ❈❘❨❙❚❆▲✳ ❈❡tt❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ♠♦t✐✈é❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡s✱ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r
❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣♦✉ssé❡ ♣♦✉r
s✬❛ss✉r❡r ❞✬✉♥❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❡t r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳
✸✳✸✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❑♦❤♥ ❙❤❛♠ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ s✉r ✉♥❡
❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ✿
✸✳✸✳✹✳✶ ❇❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ✿ ♣♦✉r ❡t ❝♦♥tr❡ ✿
❆✈❛♥t❛❣❡s ✿
✕ P♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❡r ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳
✕ ❊①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳
✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛❝✐❧❡ à ❝♦♥trô❧❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ✿ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡s
♣❧❛♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡✳
✕ ■♥t✉✐t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳
■♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿
✕ ▼❛tr✐❝❡s à ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r ✭♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s✮ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
✕ P❛s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧♦❝❛❧✐sés ✈♦✐r❡ ❛♠♦r♣❤❡s✳
✾✺
▲❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ✿
✸✳✸✳✹✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts✲❦ ✿
■❧ ② ❛ ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❛♥t✐tés q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡s s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥
✭P❩❇✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ▼♦♥❦❤♦rst ❡t P❛❝❦ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❬✻✵❪✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♣♦✐♥ts✲❦ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♠❛✐s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
❛♣♣❡❧ à ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s✱ ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✲❦✳
✸✳✸✳✹✳✸ Ps❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s ✿ ♣♦✉r ❡t ❝♦♥tr❡ ✿
❆✈❛♥t❛❣❡s ✿
▲❡ ❝♦❡✉r ❡st ❣❡❧é ❡t s❡✉❧s ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ s♦♥t tr❛✐tés ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s s♣✐✲
♥♦r❜✐t❛❧❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❡❧s ❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s s♦✐❡♥t ♣❧✉s
❧✐ss❡s✱ ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r✳ ❈❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡s ❛❥✉stés ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s q✉❛s✐✲❧✐❜r❡s✳
■♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿
✕ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✉r ❣❡❧é ❡st ♣❛r❢♦✐s ✐♥s✉✣s❛♥t❡✳
✕ ❈❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs tr❛♥s❢ér❛❜❧❡s ✭❡♥tr❡ s♦❧✐❞❡s✮✳
✕ ◆♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s ❞❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧ ✉♥✐q✉❡✳
✸✳✸✳✹✳✹ ➱♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✿
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ✬❡❝✉t✬✱ ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡ 12 − 50 (Ha)✳
✸✳✹ ▲❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ✿
P♦✉r ✉♥ ❝r✐st❛❧✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ 3D ✭❜✉❧❦✮ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ■❧ s✉✣t ❞✬❡♥ ❞é✜♥✐r ❧❛
♠❛✐❧❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ✭~a, ~b
❡t ~c ❡♥ ❣é♥ér❛❧✮✳ ❈❡ rés❡❛✉ ✬♣❛r❢❛✐t✬ ❡♥ 3D ❞✉ ❝r✐st❛❧ ❡st s✉♣♣♦sé ♣♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❝♦♠♠❡ ét❛♥t s❛♥s ❞é❢❛✉t ♣♦♥❝t✉❡❧✳
✾✻
▲❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ✿
✸✳✹✳✶ ❚r♦♥❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡ ✿
❡①❡♠♣❧❡ ✿
❈❡tt❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥❞r❛ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té s❡❧♦♥ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ x ❡t y ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ~a ❡t ~b✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s♦❧✐❞❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐
❡st ✬❛ ♣r✐♦r✐✬ ✐♥❝❤❛♥❣é ❞❛♥s ❧❡ s❡♠✐✲❡s♣❛❝❡ ❧✐♠✐té ♣❛r ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❙❡♠✐✲❡s♣❛❝❡ ❧✐♠✐té ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✳
❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥t✐♥✉❡r à s✉♣♣♦s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✬❛rt✐✜❝✐❡❧✲
❧❡♠❡♥t✬ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ q✉✐ s❡r❛ ré♣été❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡
✭s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ✭oz✮✮✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ✉♥❡ ✬tr❛♥❝❤❡✬✴✬❝♦✉❝❤❡ ✭s❧❛❜✮✬ ❞❡ s♦✲
❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ✭P❩❇✮ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s♦❧✐❞❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ s♦✉s ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
❯♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ✭oz✮ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é✜♥✐r ❧❛ P❩❇ ✭❝❡❝✐ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé à ❧❛ ❋✐❣✉r❡
✸✳✷✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡ sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭✜❝t✐✈❡s✮ ❡♥tr❡ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s✱ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡s s♦❧✐❞❡s s❡♠✐✲
✐♥✜♥✐s sé♣❛rés ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ✬✈✐❞❡✬✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭q✉✐ ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❛s ♣❤②s✐q✉❡s✮✳ ▲❡
✾✼
▲❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ✿
❝❡❧❧✉❧❡ ❛✐♥s✐ ❢♦r♠é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ à ✉♥❡ P❩❇ s✐♠♣❧❡ ❡t ✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ▲❛ ♠♦❧é❝✉❧❡
❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ P❩❇✱ ❞♦♥❝✱ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡st
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ré♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
✸✳✹✳✷ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ♠ét❛❧❧✐q✉❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❧✐é❡s à ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❆❇■◆■❚ ✿
▲❡ ❝✉✐✈r❡✱ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ ❈✉✱ ❞❡ ♥✉♠ér♦ ❛t♦♠✐q✉❡ Z = 29✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♠ét❛✉①
♥♦❜❧❡s✳ ❙❛ str✉❝t✉r❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝✉❜✐q✉❡ à ❢❛❝❡s ❝❡♥tré❡s
❈❋❈✱ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❈❡ ♠ét❛❧ ❝r✐st❛❧❧✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❝✉❜✐q✉❡ à ❢❛❝❡s
❝❡♥tré❡s ✭❈❋❈✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ aCu = 3, 62 ➴ ✭s♦✐t ✻✱✽✸ ✭✉✳❛✳✮ ✈♦✐r❡ ✻✱✻✶ ✭✉✳❛✮ ❛♣rès
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✮✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❆❇❈❆❇❈ ❞❡ ♣❧❛♥s ❝♦♠♣❛❝ts✱ ❞❡
♠❛✐❧❧❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ s❡❧♦♥ ✭✶✱✶✱✶✮ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❈❋❈✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❝✉❜✐q✉❡ à ❢❛❝❡s ❝❡♥tré❡s ✭❈❋❈✮ ❞❡ ❝✉✐✈r❡
▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❞♦✉③❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
❞❡ a = aCu√
2
❡t s✐① s❡❝♦♥❞s ✈♦✐s✐♥s à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ d = aCu✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ♣❧❛♥s ✭✵✱✵✱✶✮ ✭♣❧❛♥
❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡✮ ♦✉ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r✲rét✐❝✉❧❛✐r❡ ✭✵✱✵✱✶✮ ❡st d001 = h = aCu2 ✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝r✐st❛❧❧✐♥s ❞✉ ❝✉✐✈r❡✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t
très ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❝❛r ✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❡♣❧❛❝❡ ❧❡ ❝✉✐✈r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♠ét❛✉① ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❈❋❈✳
■❧ ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ✉♥s ❞❡ ❝❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❝❧❡❢s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r
✾✽
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ ✿
aCu d =
a√
2
h = a
2
3, 62 2, 56 1, 81
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❝r✐st❛❧❧✐♥s ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❡♥ ➴♥❣strö♠s ✭➴✮✳
✉♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ acfc✮✱ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ✭é♥❡r❣✐❡ ❞❡
❝♦❤és✐♦♥ Ecoh ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛t♦♠❡s ❞✉ ❝r✐st❛❧✮✱ ❡t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ Tf ✮✳
❈r✐st❛❧ acfc(A) Ecoh(ev) Tf (K)
❆❣ ✹✱✵✾ ✷✱✾✺ ✶✷✸✺
❆❧ ✹✱✵✺ ✸✱✸✾ ✾✸✸
❈✉ ✸✳✻✶ ✸✱✹✾ ✶✸✺✽
❆✉ ✹✱✵✽ ✸✱✽✶ ✶✸✸✼
◆✐ ✸✱✺✷ ✹✱✹✹ ✶✼✷✽
Pt ✸✱✾✷ ✺✱✽✹ ✷✵✹✶
❙✐ ✹✱✻✸ ✶✻✽✼
❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡✱ é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝♦❤és✐♦♥ ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s
♠ét❛✉① ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❈❋❈✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ s✐❧✐❝✐✉♠ ✭q✉✐ ❛ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ❞✐❛♠❛♥t✮✳
❯♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞✉ ❝r✐st❛❧ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♣❧❛♥ ✈♦✉❧✉ ✭♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞ét❛✐❧❧❡r ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❢❛❝❡s ✭s②♠étr✐❡s✱ ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❛t♦♠❡s✮ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❛✐❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ❝r✐st❛✉① ✭❞❡ ♠ét❛✉①✮ ❈❋❈✱ ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ❡①✐st❡♥t ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈❋❈✭✶✶✶✮ ♦✉ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❞♦♥t ❧✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❆❇❈❆❇❈ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠❛✐❧❧❡
❈❋❈✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈❋❈✭✵✵✶✮✱ ❝❤❛q✉✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢❛❝❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡
❝✉❜✐q✉❡ à ❢❛❝❡s ❝❡♥tré❡s ❞✉ ❝r✐st❛❧✳
✸✳✺ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ ✿
❆❇■◆■❚ ❡st ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✳ ❈❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞❡ ❢r❡❡✇❛r❡✱ ❡t ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ♣✐❧♦té ♣❛r ❳✳ ●♦♥③❡ ✭❯✳ ▲♦✉✈❛✐♥✱ ❇❡❧❣✐q✉❡✮✳ ❉❡s
r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❧❡ts s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✇✇✇✳❛❜✐♥✐t✳♦r❣✳
❆✜♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❝❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t s✬❛ss✉r❡r ❞❡ q✉❛tr❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡s ✿
✶✳ ▲✬❛❝❝ès à ✉♥ ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❀ ❛❜✐♥✐s ✭sér✐❡✮ ✈♦✐r❡ ❛❜✐♥✐♣ ✭♣❛r❛❧❧è❧❡✮✳
✾✾
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ ✿
✷✳ ❯♥ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ s♦❧✐❞❡✳
✸✳ ❯♥ ✜❝❤✐❡r ✬✜❧❡s✬ q✉✐ ❧✐st❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❞✬❡♥tré❡ ❡t s♦rt✐❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s
t❡♠♣♦r❛✐r❡s✳
✹✳ ❯♥ ✜❝❤✐❡r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
t②♣❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳
❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❞❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♠❛✐s q✉❡
❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡
✐♥✐t✐❛❧✐s❡r t♦✉t❡ ♦✉ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ s✉✐t ✿
✕ ❛❝❡❧❧✭✸✮ ❀ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ ❇♦❤r ✭✸ ✈❛❧❡✉rs✮✳
✕ ❡❝✉t ❀ ❈✉t♦✛ ❡♥ ❍❛rtr❡❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s
✕ ✐♦♥♠♦✈ ❀ ❂ ✵ ✿ ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❝❡❧❧✉❧❡ ✜①❡s✳ P♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿
❂ ✷ ♦✉ ✸ ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❝❡❧❧✉❧❡ ✜①❡✳
❂ ✻ ✿ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳
✕ ✐s❝❢ ❀ s♦✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✱ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❝❢✭❤❛❜✐t✉❡❧✮✱ s♦✐t ✲✷ ♣♦✉r ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝♦♥st❛♥t✳
✕ ❦♣t♦♣t ❀ ♦♣t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✲❦✳ ❛✈❡❝ ❦♣t♦♣t❂✶✱ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ♥❣❦♣t ❡t s❤✐❢t❦✳ ✭✈♦✐r ✜❝❤✐❡r ❛❜✐♥✐s✲❤❡❧♣✮✳
✕ ♥❛t♦♠ ❀ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳
✕ ♥❣❦♣t✭✸✮ ❀ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭t❛✐❧❧❡✱ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r✮ ❞❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❦✲♣♦✐♥ts ❡♥ tr♦✐s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
✕ ♥st❡♣ ❀ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝②❝❧❡s ✬s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t✬ ✭✷✵✱ ❡♥✈✐r♦♥s✮✳
✕ ♥t✐♠❡ ❀ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♦✉ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳
✕ ♥t②♣❛t ❀ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t②♣❡s ❞✬❛t♦♠❡s✳
✕ ♦❝❝♦♣t ❀ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ✿
❂ ✶ ♣♦✉r ❧❡s ✐s♦❧❛♥ts✴s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ❀
❂ ✸ ✳✳✳ ✼ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❛✉①✳
✶✵✵
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ ✿
✕ r♣r✐♠✭✸✱✸✮ ❀ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✱ s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❀ ❝❤❛q✉❡ ❈❖▲❖◆◆❊ ❞✉
t❛❜❧❡❛✉ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳
✕ t②♣❛t✭♥❛t♦♠✮ ❀ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥t✐❡rs✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡✳
◆❖❚❊ ✿ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ✭①❛♥❣st✱ ①❝❛rt ♦r ①r❡❞✮ ❞♦✐✈❡♥t s✉✐✈r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
♦r❞r❡✳
✕ t♦❧♠①❢ ❀ ❢♦r❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✴t♦❧ér❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧❡ ✭❍❛rtr❡❡✴❇♦❤r✮✳
✕ t♦❧✈rs ❀ t♦❧ér❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✬s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t✬✳
✕ ①❛♥❣st✭✸✱♥❛t♦♠✮ ❀ ❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ✭➴♥❣strö♠✮ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡✳
◆❖❚❊ ✿ ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✧①r❡❞✧ ❡t ✧①❝❛rt✧✳
✕ ①❝❛rt✭✸✱♥❛t♦♠✮ ❀ ❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ✭❇♦❤r✮ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡✳
◆❖❚❊ ✿ ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✧①r❡❞✧ ❡t ✧①❛♥❣st✧✳
✕ ①r❡❞✭✸✱♥❛t♦♠✮ ❀ ❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡✳
◆❖❚❊ ✿ ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✧①❛♥❣st✧ ❡t ✧①❝❛rt✧
✕ ③♥✉❝❧✭♥t②♣❛t✮ ❀ ❈❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦②❛✉✳ ❉♦✐t s✬❛❝❝♦r❞❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❛♥s
❧❡ ✜❝❤✐❡r ♣s♣ ✭q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧✮✳ ◆❇✳ ❙❈❋✲❙❡❧❢ ❈♦♥s✐st❡♥t ❋✐❡❧❞✳ ❈❤❛♠♣
❛✉t♦✲❝♦❤ér❡♥t ✭✈♦✐r ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✮✳
✸✳✺✳✶ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s ❞✬❆❇■◆■❚ ✿
▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
✭❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❞s♦r❜é❡✮ s♦♥t✱ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ❡♥tré❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡
t②♣❡ ✬●❡♦♠❡tr② ❜✉✐❧❞❡r✬ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉①
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❘❛s✇✐♥ ✭❢r❡❡✇❛r❡✮ ❡t ●❛✉ss❱✐❡✇ ✭❞❡ ●❛✉ss✐❛♥ ■♥❝✳✮✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❞❡
♠✉❧t✐♣❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ✜❝❤✐❡r✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✬♥❞ts❡t ✷✬ ♣♦✉r ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝
❞❡✉① ✜❝❤✐❡rs ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ❈❡❝✐ ✜❣✉r❡ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ❝♦♠♣❧❡t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❵❥❞ts❡t✬
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❛✉❝✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡t ✐❧ ❡st ❛r❝❤✐✈é s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✳
■❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ ❧❡s s♣✐♥♦r❜✐t❛❧❡s s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t r❡q✉✐s❡s ✭❡❧❧❡s
s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ✜❝❤✐❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✱ q✉✐ ♣♦rt❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❲❋❑ ❡①✳ s✐ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❡❛✉✳♦✉t✱
♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞ ✜❝❤✐❡r ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡❛✉✳❲❋❑✮✳
▲❡s rés✉♠és ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ✿
❈❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❛r❝❤✐✈és s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡✳ ▲❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡ s♦rt✐❡ ✐♥❞✐q✉❡ ✿✲
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡✱ t❡❧s q✉❡ Ri.Gj = δij ✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛
♠❛✐❧❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✐t❡ ❋❋❚ ❡t ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✱
✧❜♦①❝✉t✧✳ ❈❡ r❛♣♣♦rt ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ ✷ ❛✉ ♠♦✐♥s✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❋❋❚✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
♥❣✛t ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❜♦①❝✉t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ✷✱ ♠❛✐s ❞❡ ♣❡✉✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r
❧❡ t❡♠♣s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❋❋❚✳ ▲❡s r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡t ❞❡ ❧❛
❣r✐❧❧❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ✭s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡❝✉t ❡t❝✮ ② ✜❣✉r❡♥t à ❝❡ st❛❞❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❡♥s✉✐t❡ t♦✉t❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❙❈❋ ✿
✕ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ✭❊t♦t✮ ❡♥ ❍❛rtr❡❡✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s
❊t♦t ❞❡♣✉✐s ❧✬✐t❡r❛t✐♦♥ ✬♥✲✶✬ ✭❞❡❧t❛❊✮ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❛✉ ❝❛rré r❡s✐❞♠ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
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❊❚❖❚ ✺ ✲✹✸✳✽✺✼✾✵✵✵✸✷✸✵✾ ✲✻✳✵✺✺❊✲✵✻ ✷✳✺✷✷❊✲✵✺ ✻✳✼✺✵❊✲✵✶ ✵✳✵✵✵❊✰✵✵ ✵✳✵✵✵❊✰✵✵
❊❚❖❚ ✻ ✲✹✸✳✽✺✽✵✼✾✶✻✵✻✹✻ ✲✶✳✼✾✶❊✲✵✹ ✻✳✸✷✷❊✲✵✻ ✶✳✵✶✺❊✲✵✷ ✵✳✵✵✵❊✰✵✵ ✵✳✵✵✵❊✰✵✵
❊❚❖❚ ✼ ✲✹✸✳✽✺✽✵✼✾✼✽✼✹✼✼ ✲✻✳✷✻✽❊✲✵✼ ✽✳✸✹✾❊✲✵✾ ✷✳✷✻✺❊✲✵✸ ✵✳✵✵✵❊✰✵✵ ✵✳✵✵✵❊✰✵✵
❊❚❖❚ ✽ ✲✹✸✳✽✺✽✵✼✾✾✹✺✽✶✹ ✲✶✳✺✽✸❊✲✵✼ ✻✳✽✸✵❊✲✵✾ ✹✳✶✵✷❊✲✵✻ ✵✳✵✵✵❊✰✵✵ ✵✳✵✵✵❊✰✵✵
❆t ❙❈❋ st❡♣ ✽✱ ❡t♦t ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✿
❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡✱ ❞✐✛ ✐♥ ❡t♦t❂ ✶✳✺✽✸❊✲✵✼ ❁ t♦❧❞❢❡❂ ✶✳✵✵✵❊✲✵✻
❊①❡♠♣❧❡ ✷ ✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦✉s ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❢♦r❝❡ ✿
✐t❡r ❊t♦t✭❤❛rtr❡❡✮ ❞❡❧t❛❊✭❤✮ r❡s✐❞♠ ✈r❡s✷ ❞✐✛♦r ♠❛①❢♦r
❊❚❖❚ ✷✽ ✲✶✵✼✳✺✼✾✸✽✶✸✺✾✽✵ ✲✼✳✵✵✻❊✲✵✻ ✸✳✸✶✶❊✲✵✹ ✼✳✼✷✻❊✲✵✹ ✸✳✹✽✼❊✲✵✺ ✶✳✽✷✵❊✲✵✶
❊❚❖❚ ✷✾ ✲✶✵✼✳✺✼✾✸✽✷✷✷✹✻✺ ✲✽✳✻✹✽❊✲✵✼ ✶✳✻✾✷❊✲✵✹ ✶✳✻✽✽❊✲✵✹ ✻✳✾✻✹❊✲✵✺ ✶✳✽✷✶❊✲✵✶
❊❚❖❚ ✸✵ ✲✶✵✼✳✺✼✾✸✽✷✽✶✹✸✷ ✲✺✳✽✾✼❊✲✵✼ ✷✳✵✶✾❊✲✵✹ ✶✳✶✷✽❊✲✵✹ ✹✳✺✻✸❊✲✵✺ ✶✳✽✷✵❊✲✵✶
❝♦♥✈❡r❣❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❂ ✹✳✺✻✸❊✲✵✺ ❁ t♦❧❞✛ ❂ ✺✳✵✵✵❊✲✵✺
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❜❧♦❝s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♣❡✉✈❡♥t s✉✐✈r❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥t✐♠❡✱ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ s❡
t❡r♠✐♥❡✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞♦♥♥❡ ❞✬❛✉tr❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿
✕ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✜♥❛❧❡s✳
✕ ▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✉① ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❢♦r❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❦✳
✕ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛♥❞❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❦ ❡♥ ❡❱ ❡t ❍❛rtr❡❡✳
❆♥♥❡①❡ ✿ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s r♦✉t✐♥❡s ❝♦♥s♦♠♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ♣♦✉r ✾✴✶✵
❞✉ t❡♠♣s ✿
✶✳ ❢♦✉r✇❢ ✿ s♦✉s✲♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❋❋❚ ✭❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡✮ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬♦♥❞❡ ✿
✶✵✺
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ ✿
✷✳ ❢♦✉r❞♣ ✿ s♦✉s✲♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❋❋❚ ✭❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡✮ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ♦✉
❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✿
✸✳ r❤♦❤①❝ ✿ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❍❛rtr❡❡ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭❳❈✮✱ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❡t ♣❛r❢♦✐s s♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❙❡✉❧ ❧❡ t❡♠♣s ❳❈ ❡st ♣r❡❝✐sé✱ ♠♦✐♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡s ❋❋❚ ✭✶ ❡t ✷✮✳
✹✳ ♥♦♥❧♦♣ ✿ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❁ ● ⑤ ❱♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ⑤ ❈ ❃ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♣s❡✉❞♦♣♦✲
t❡♥t✐❡❧s ♥♦♥✲❧♦❝❛✉① ❀
✺✳ ♣r♦❥❜❞ ✿ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t✳
P♦✉r ❞❡s ♣❡t✐ts ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉
t❡♠♣s✳ ▲❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r♦✉t✐♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡
❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ❈❛s ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛②❛♥t ❧❡s
♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❛t♦♠❡s ✜①❡s✳
✶✳ ❛❜✐♥✐t ✿ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
✷✳ ❞r✐✈❡r ✿ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣♦♥s❡✳
✸✳ ❣st❛t❡ ✿ ❧❡ ❞r✐✈❡r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳
✹✳ s❝❢❝✈ ✿ ❧❡ ❞r✐✈❡r ❞❡s ❝②❝❧❡s ❙❈❋✳
✺✳ ✈t♦r❤♦ ✿ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✭s♦♠♠❡ s✉r s♣✐♥s ❡t ♣♦✐♥ts✲❦✮✳
✻✳ ✈t♦✇❢❦ ✿ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t✲❦ ❞♦♥♥é ✭❜♦✉❝❧❡ ♥♦♥✲❙❈❋ ❡t
s♦♠♠❡ s✉r ❧❡s ❜❛♥❞❡s✮✳
✼✳ ❝❣✇❢ ✿ ♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✜①❡✳
✽✳ ❣❡t❣❤❝ ✿ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❁ ● ⑤ ❍ ⑤ ❈❃✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ s✉r ✉♥ ✈é❝t❡✉r ❞♦♥♥é✳
❋✐❝❤✐❡rs t❡♠♣♦r❛✐r❡s✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✜❝❤✐❡rs t❡♠♣♦r❛✐r❡s st♦❝❦❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❯♥ ✜❝❤✐❡r ❙t❛t✉s
♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧✬ét❛t ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❝♦✉rs✱ ✈♦✐r❡ ❛rrêté✳
✶✵✻
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ ✿
✸✳✺✳✷ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✿
❆✜♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛❝❡❧❧ ❡♥ ❜♦❤r
❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t
❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡
❞❡ ❛❝❡❧❧ q✉✐ ❞✐✛èr❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥s X✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❛❝❡❧❧ (Cu) = 6, 6 ❜♦❤r ✭ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✐❧ ❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✻✱✽✸ ❜♦❤r✮
✳
❉❛♥s ❆❇■◆■❚✱ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ♣❛r r♣r✐♠✱ tr♦✐s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♣r✐✲
♠✐t✐✈❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭①✱②✱③✮✳
♥t②♣❛t ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t②♣❡s ❞✬❛t♦♠❡s = 1 ♣♦✉r ✉♥ ♠ét❛❧ ♣✉r✳
③♥✉❝❧ ✿ ♥✉♠ér♦ ❛t♦♠✐q✉❡✳
❡♥t❡r ✬①❝❛rt✬ ✿ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡ ✉♥✐q✉❡ à
✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣rès✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❇r❛✈❛✐s ❡t ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ✐♠♣♦s❡r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t à
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❆❇■◆■❚ ♦♣èr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ✭P❩❇✮
✭✜❣✉r❡ ✸✳✹✮ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ❦ ét❛❜❧✐❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼♦♥❦❤♦rst ❡t P❛❝❦ ❬✈♦✐r ❬✻✵❪❪✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡
❞❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✲❦ ❞❛♥s ❧❡ P❩❇ ❡st r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✳
(4 4 4)✱
(8 8 8)✱
(12 12 12),
(16 16 16) ❡t
(32 32 32)
✶✵✼
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ ✿
✸✳✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✿
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ✭P❩❇✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❦✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r t❡sté
❧❡s ❣r✐❧❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❦ (4 4 4) ❡t (8 8 8)✱ ✐❧ ♥♦✉s ❡st ❛♣♣❛r✉ q✉❡ ❝❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r✐❧❧❡ s♦♥t ✐♥s✉✣✲
s❛♥t❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦✐t ❛tt❡✐♥t❡✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❦ ❡♥tr❡ 12 ❡t 16✳ ▲❛ ❣r✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st (12 12 12)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦t♦♥s
✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❣r✐❧❧❡s (4 4 4) ❡t (8 8 8) ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉✣s❛♥ts✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ (16 16 16) ❞❡s
é♥❡r❣✐❡s✱ t❡❧❧❡s ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣é❡s✳
✸✳✺✳✹ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❡❧s ✿
P♦✉r ❧❡ ❝✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❝♦❡✉r ❛②❛♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❆r❣♦♥✳
❈❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦♣t✐♦♥ ❞✬❆❇■◆■❚ s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ❦ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ s✐
♥♦✉s ❛ ❢❛✐s♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ 16 16 16✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❡❧ s✉r ❝❡tt❡ ❣r✐❧❧❡
é❣❛❧❡♠❡♥t✳
✸✳✺✳✺ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❡❧s ❚r♦✉❧❧✐❡r✲▼❛rt✐♥s ✿
❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ♣ré❝♦♥✐sé ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▼✳ ❙❝❤❡✤❡r ❛✉ ❋r✐t③ ❍❛❜❡r ■♥st✐t✉t ❞❡ ❇❡r❧✐♥✳
▲❛ r♦✉t✐♥❡ ❢❤✐✾✽PP é✈❛❧✉❡ ❧❡s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s ❬✷✹❪✳ ■❧ é✈❛❧✉❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❛
♥♦r♠❡✱ ❍❛♠❛♥♥ ❬✸✸❪ ❡t ❚r♦✉❧❧✐❡r✲▼❛rt✐♥s ❬✾✶❪✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ●●❆✳
✶✵✽
▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✿
▲❛ tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐té ❡s ✈❡r✐✜é❡✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡ ✭❑❧❡✐♥♠❛♥✲❇②❧❛♥❞❡r✮
❬✷✽❪✳
✸✳✺✳✻ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❉❋❚ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❡ ♣s❡✉❞♦✲
♣♦t❡♥t✐❡❧ ✿ P❇❊ ✿
❈❡s ❝❤♦✐① ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞✐①✲❤✉✐t é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❉❋❚✴♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s s❡ ♣♦✉rs✉✐t✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧❡s ♦♥③❡ é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ q✉✐
é✈♦❧✉❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❡❧✳
✸✳✻ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✿
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s✉r❢❛❝❡s ♣❧❛♥❡s ❞✉ ❝✉✐✈r❡✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡st ❧❛ ❈❋❈✭✶✶✶✮ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡✳
▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✶✶✶✮ ✿
▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✶✶✶✮ ❛ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d
❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ rés❡❛✉ d = 2, 55➴✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠♦♥♦✲❝♦✉❝❤❡
✭▼❈✮ ❡st ✿
ρ(1,1,1) =
2√
3 a2
= 1, 78× 1015atomes/cm−2
▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ✿
▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❈❋❈ ❞✉ ❝r✐st❛❧✱ ♣♦ssè❞❡
✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ d = aCFC√
2
✳ ▲✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❧❛♥s ✭✵✱✵✱✶✮ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❆❇❆❇✳
P♦✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✱✵✱✶✮ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ✈❛✉t d = 2, 55➴ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠♦♥♦✲
❝♦✉❝❤❡ ✭▼❈✮ ❡st ✿
ρ(0,0,1) =
1
a2
= 1, 54× 1015atomes/cm−2
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞✬✉♥ ❝r✐st❛❧ ❈❋❈✱ q✉✐ s♦♥t
❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❈❋❈✭✵✵✶✮ ❡t ❈❋❈✭✶✶✶✮✳
✶✵✾
▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✿
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s ♣❧❛♥❡s ❈❋❈✭✵✵✶✮ ❡t ❈❋❈✭✶✶✶✮ ❞✬✉♥ ❝r✐st❛❧ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❈❋❈✳
✸✳✻✳✶ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡①♣♦sé❡ ✿
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ✿ ♣❧❛❝❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✭✵✵✶✮ à ❡①♣♦s❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥✲
❞✐❝✉❧❛✐r❡ à ❧✬❛①❡ ✭❖❩✮ ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❈❡❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛✐❧❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ét✉❞✐é❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠ét❛❧✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s❧❛❜ ✈✐❛ ❧❡s ❛①❡s ♣r✐♠✐t✐❢s✳ ▲❡s ❧❛♠❡❧❧❡s ❞❡ ♠ét❛❧ ❛②❛♥t
❧❛ s②♠étr✐❡s 2D ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ s♦♥t sé♣❛ré❡s ❞❡ ✈✐❞❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ✭❖❩✮✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ s❧❛❜ s♦✐❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡①♣♦sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠ét❛❧
❚✉t♦r✐❛❧ ✿
❱♦✐r ❧❡ s✐t❡ ✇✇✇✳❛❜✐♥✐t✳♦r❣✱ ❞♦♥t ♦♥ t✐r❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t✉t♦r✐❛❧✱ ❡♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❛✉ ❝✉✐✈r❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿
❉❡✉① ♠❛✐❧❧❡s ♣❧✉s ❧❡ ✈✐❞❡ ✭✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ✈✐❞❡✮✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡
✶✶✵
▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ✿
esurface é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉r ❞❡✉①
esurface =
∆
2
▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✭✵✵✶✮✱ ❡st ❡✛❡❝t✉é ❡♥
r❡s♣❡❝t❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿
✶✳ ❆✉❣♠❡♥t❡r ❡❝✉t✱ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝✉t✲♦✛ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♣❡r♠✐s❡✳ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ 25Hartree✳
✷✳ ❆✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❦ ✭❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝✬❡st ✭✶✻ ✶✻ ✶✮✮✳
✸✳ ❆✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❞❡s s❧❛❜s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ✭❖❩✮✳
✹✳ ❆✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛♠❡❧❧❡s ✴ ❝♦✉❝❤❡s ✭s❧❛❜s✮✳
✸✳✼ ▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ✿
Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ré❛❧✐s❡r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡
❞✬✉♥❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ❡♥ s✉r❢❛❝❡✱ ❝❛r ♥♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♦①②❞é❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
ét✉❞✐❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ré❛❝t✐♦♥♥❡❧✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ très sé❧❡❝t✐✈❡✳ P♦✉r ❜✐❡♥ ❡①♣❧✐q✉❡r
❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❜♦r❞❡r ✭♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡✮ ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ O2✱ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡
♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ❈✉✭✵✵✶✮ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✼✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ▲❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ O2
❆✉ ❞é❜✉t✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ❧❡ ♠ét❛❧ ♦❝❝✉♣❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ Z > 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ O2 s❡r❛ s✐t✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ Z < 0✱ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛❞s♦r❜❡r s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
♠ét❛❧❧✐q✉❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ O2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞✉ ❝✉✐✈r❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ q✉✐ ❧❡s sé♣❛r❡ ❡st ❞❡ ✷ ✭u.a.)✳
✶✶✶
▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ✿
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ O2✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ O2✱ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❧❛
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡♥tr❡s ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡s O2 ❞✐ss♦❝✐é❡✳
▲❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦rt❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rté✲
s✐❡♥♥❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ r❡♥❞ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦①②❞é❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
■❧ ❢❛✐t s❡ ré♣ét❡r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ✭❖❩✮✱ ❛✈❡❝
✉♥ ✈✐❞❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡s
q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✬❛rté❢❛❝ts✬✳ ❈✬❡st ♣♦✉r
❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✉♣❡r❝❡❧❧✉❧❡s
❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉s ❧♦♥❣✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❡t ❧❡ ✈✐❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ❧❡ ✈✐❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ O2✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ O2 ✿ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❖✲❖ ✭✭✶✮✮ s✉✐✈✐ ♣❛r ❧❛
ré❛❝t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ❛❞❛t♦♠❡s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s
❡♥tr❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉ ❡t ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❖✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❈✉❖ ❝❡ q✉✐ ❡st
✶✶✷
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿
❡♥ ❢❛✐t✱ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❞✬♦①②❣è♥❡ ❧✐és ❛✉① ❛t♦♠❡s ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✽✮✳
❈❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛t❛❧②s❡✉r ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♦❜t❡♥✉ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ré❛❝t✐♦♥♥❡❧ s✉✐✈❛♥t ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✿ ◆♦t❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ st♦❡❝❤✐♦♠étr✐❡
CuO ♣❧✉tôt q✉❡ CuO2✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ ✭é♣♦①②❞❛t✐♦♥✮ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
▼♦❧é❝✉❧❡ ❛❞s♦r❜é❡ s✉r ❧❡ CuO ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✿
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ à ét✉❞✐❡r ❡①♣♦sé❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛❞s♦r❜é❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞✉
s♦❧✐❞❡ ❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ❡t à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡s ❡♥ ✉♥ s❧❛❜ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ré♣✉❧✲
s✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s ❡t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ s♦✐t s♦✉s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳
✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▲❛ ❝♦♠♣ré✲
❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞✐✈❡rs
♦✉t✐❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐ts ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❉❋❚ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s
♣❧❛♥❡s ❡t❝✳ ❈✬❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sés t♦✉t
❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♠ét❛❧ ❞❡ ❝✉✐✈r❡✳ ◆♦✉s ♣❛ss♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❆❇■◆■❚ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✶✶✸
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿
❡✛❡❝t✉és s✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❈✉ ❡t ❈✉❖✮✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ré❛❝t✐♦♥♥❡❧s
❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✬❛❧❝❛♥❡s ❡t ❞✬❛❧❝è♥❡s✳
✶✶✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭❉❋❚
s✉r ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✮ à ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥
♠é♥❛❣é❡ ❞✬❛❧❝❛♥❡s ❡t ❞✬❛❧❝è♥❡s✳
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿
▲❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♠ét❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés très ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳ ◗✉❡ ❝❡
s♦✐t ❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ s♦✉s ❢♦r♠❡ s♦❧✐❞❡✱ ❧❡✉rs s♣é❝✐✜❝✐tés s♦♥t ❡①♣❧♦✐té❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛
❝❛t❛❧②s❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠❛❧❣ré ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♠ét❛✉①
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❧❡✉r ❝❤✐♠✐❡ ❡st ♣❡✉ ❝♦♥♥✉❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s
❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦sé ♠ét❛❧❧✐q✉❡ ❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠♦❧é✲
❝✉❧❛✐r❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ét❛❜❧✐✱ ✐❧ ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡
❧❛ ré❛❝t✐✈✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ♠ét❛❧❧✐q✉❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬ét✉❞✐❡r q✉❡❧q✉❡s
❝♦♠♣♦sés ❝❤✐♠✐q✉❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✭✵✵✶✮✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ♣❛r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①
s✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝r✐st❛✉① ❞❡ ❝✉✐✈r❡✱ s♦✐❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé
❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ s❡ s❡r✈❛♥t ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✱ ❆❇■◆■❚✱ ❛✈❡❝ ✉♥
❝❤♦✐① ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❉❋❚ P❇❊✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s♦❧✐❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s s②stè♠❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❡st ❛❞❛♣té❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ✜❣✉r❡s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r s②♠étr✐❡ ét❡♥❞r❡ à ❞❡s s②stè♠❡s
✶✶✺
❇❛rr✐èr❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✿
♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s é♥❡r❣✐❡s t♦t❛❧❡s ❡st ❡st✐♠é❡ à q✉❡❧q✉❡s ♠❍❛
❬✸✺❪✳
P♦✉r ét✉❞✐❡r ❝❤❛q✉❡ ré❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ét✉❞✐é❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ♦✉ ♥♦♥
♦①②❞é❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✜❣✉r❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❤❛q✉❡
ré❛❝t✐♦♥✱ ❡t ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s à ❛❞s♦r❜❡r ❡st à 6 (u.a.) s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ oz ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛✐ssé ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈✐❞❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✜❝t✐✈❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3 t❡❧s q✉❡ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✲
❦✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❙❈❋✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s✱ à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
✹✳✷ ❇❛rr✐èr❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✿
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❡t ❞✬♦①②❣è♥❡
s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✭✵✵✶✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❉❋❚✲P❇❊✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♥t s❡r✈✐ ❝♦♠♠❡
❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬❛❞❛t♦♠❡s s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡
✭✵✵✶✮✳ ▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ❛❞❛t♦♠❡s ❡st s✐♠✉❧é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡
♣❛r ❆❥♠✐ ❇❡♥ ❍❛♠♦✉❞❛ ❞❛♥s s❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❬✸✻❪✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✺❪
r❡♣r♦❞✉✐t ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✳
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré♣❛ré ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡
❈✉✭✵✵✶✮ ❞✉ rés❡❛✉ ❝✉❜✐q✉❡ à ❢❛❝❡ ❝❡♥tré❡ ✭❝❢❝✮✳ ▲❡s s✐t❡s s♦♥t ♦❝t❛è❞r✐q✉❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✐❧❧✉str❡
❧❡s ét❛♣❡s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡s ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡s ❛❞❛t♦♠❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❈✉ ✭❤♦♠♦♥✉❝❧é❛✐r❡✮ ❡t ❞✬♦①②❣è♥❡ ❖ ✭❤étér♦♥✉✲
❝❧é❛✐r❡✴✐♠♣✉r❡tés✮ s❡❧♦♥ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✐♥t❡rst✐❝❡ ♦❝t❛è❞r✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ s♦✐t ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ❧❛ ❢❛❝❡ ✭✶✵✵✮✱ s♦✐t à ✹✺✝ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❝✐ ♣❛ss❛♥t ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ❛t♦♠❡ ❞❡
❝✉✐✈r❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❜❛rr✐èr❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✿
❈❡❝✐ ♣❡✉t s❡ ❥✉st✐✜❡r ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛t♦♠❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡
❧✬❛❞❛t♦♠❡✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
✶✶✻
❇❛rr✐èr❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✿
❜❛rr✐èr❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛rr✐èr❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ❛❞❛t♦♠❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✈❛r✐❡
s❡❧♦♥ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s✉✐✈✐❡ ❡t s✉rt♦✉t✱ s✐ ❧❡s ❛❞❛t♦♠❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr❛♥s❧❛t❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
▼❛✐s✱ ✐❧ ❡st ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧✬❛❞❛t♦♠❡ ♣❛ss❡r❛ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❜❛r✲
r✐èr❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ❜❛rr✐èr❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ❛❞❛t♦♠❡s
♣❛r ❞❡✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✳
❯♥❡ ré❡❧❧❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡t ❝✬❡st ❧❛ ❜❛rr✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s
é❧❡✈é❡ q✉✐ ❝♦♥trô❧❡r❛ ❧❛ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❛♥❞ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ s✉r✈✐❡♥t✱ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t s✉✐✈✐❡s ♣❛r ❧✬❛❞❛t♦♠❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❝❛❧❝✉❧❡r
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❜❛rr✐èr❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡s ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ❈❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t s❡r✈✐
♣♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐s✲
s❛♥❝❡ ❞✉❡ ❛✉① ✐♠♣✉r❡tés ❛❞s♦r❜é❡s ❬✸✻❪ ❬✸✺❪✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜❛rr✐èr❡s✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♠✐s❡s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ s♦♥t rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❉❋❚✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❜❛rr✐èr❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ❡♥✈✐r♦♥
❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛rr✐èr❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛❞❛t♦♠❡s ✭q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧✬❛t♦♠❡ ❞❡
❝✉✐✈r❡ ♦✉ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧✬❡♠♣ê❝❤❡♠❡♥t ❞✉❡ ❛✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡
✶✶✼
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
❧✬❛t♦♠❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ s✉r ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❞❛t♦♠❡ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❛❞❛t♦♠❡ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣r❡sq✉❡ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱
❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛t♦♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥t❡rst✐❝❡ ♦❝t❛è❞r✐q✉❡✳
❛❞❛t♦♠❡ ▼✐♥ ✭❡❱✮ ▼❛① ✭❡❱✮
❈✉ ✵✳✹ ✵✳✼
❖ ✵✳✻ ✶✳✶
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ▲❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡✮ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❡t ❞✬♦①②❣è♥❡
s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❉❋❚✲P❇❊✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❜❛rr✐èr❡s
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❧✬❛❞s♦r♣t✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ❛❞❛t♦♠❡s ✭❈✉✱ ❖✮ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✮✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ❈❖ ✭♠♦♥♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✮ ét❛✐t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t é✈♦q✉é ♣♦✉r
❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✉s ❛✉① ✐♠♣✉r❡tés s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡✳ ❉✬❛♣rès ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s✱
❝❡tt❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ s❡r❛✐t tr♦♣ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❞s♦r❜é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉ ✭✶✵✵✮ ♣♦✉r ♣❛rt✐❝✐♣❡r ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ à ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ❛❞❛t♦♠❡s ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❈✉✲❈❖ s✉r ❧❛
❢❛❝❡ ✭✶✵✵✮ ❡st ❞❡ ✵✳✽ ❡❱✳ ❈❡❝✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡①❝❧✉r❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥
♠♦②❡♥♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❜r✐s❡r tr♦✐s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♠♣❧❡✉r ♣♦✉r ❞és♦r❜❡r ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡✳
▲❡s ❛❞❛t♦♠❡s ❈✉ ❡t ❖ s✬❛❞s♦r❜❛♥t ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✱ ♠❛✐s ❞✐✛✉s❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
♣❛r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❛ss❡③ ✈❛r✐és q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ✐♠♣❧✐q✉❡r ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✭✈♦✐r
✉♥❡ t❤ès❡ ré❝❡♥t❡ ❬✸✻❪✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❡t ❞✬♦①②❣è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ❛
été ♠❡♥é❡ ♣❛r ❆✳ ❇❡♥ ❍❛♠♦✉❞❛ ❞❛♥s s❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✳ ▲❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s
à ❝❡s ❞✐✈❡rs ♠é❝❛♥✐s♠❡s s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ✭✐♥❢ér✐❡✉r❡s à 1 eV ✮✳ ◆♦s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ r❛ss❡♠❜❧é❡s ❞❛♥s ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✱ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦❤ér❡♥t❡s ❡t ❛tt❡sté❡s ♣❛r ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❬✸✻❪✳
✹✳✸ ❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❡st ✉♥❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞és✐ré✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ♣❛r❢♦✐s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ♦①②❞é❡ ✭♠ét❤❛♥❡✱ ♠ét❤❛♥♦❧✱ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ✳✳✳ ✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r
✶✶✽
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧✱ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡♥ r❛❞✐❝❛❧ ♠ét❤♦①② ❛❞s♦r❜é✱ ♦✉ ❡♥
❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ✭❡♥ ❢❛✐t✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t
❛tt❡sté❡ ♣❛r ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s✮ ❡t ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡♥ ❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦①②❞❛t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ❢♦r✲
♠❛❧❞é❤②❞❡✱ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛t❛❧②s❡✉rs ♠ét❛❧❧✐q✉❡s ❬✶✼❪ ❬✺✺❪✱ ♦✉ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t à ❜❛s❡ ❞✬♦①②❞❡s
❬✻✸❪✳
✹✳✸✳✶ ▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧✳
✹✳✸✳✶✳✶ ❱❛❧♦r✐s❛t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ✿
P❧✉s✐❡✉rs ✈♦✐❡s ♦♥t été ❡①♣❧♦ré❡s ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥ts ♣❧✉s ✈❛❧♦r✐sés ♦✉ ❡♥ ❝❛r❜✉r❛♥t✳ ❈❡s ✈♦✐❡s s❡ ❝❧❛ss❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞é❝r✐ts ❝♦♠♠❡
♣r♦❝é❞és ✐♥❞✐r❡❝ts ❡t ♣r♦❝é❞és ❞✐r❡❝ts ❬✹✷❪ ❬✺✷❪✳
▲❡s ♣r♦❝é❞és ✐♥❞✐r❡❝ts ✿
▲❡s ♣r♦❝é❞és ✐♥❞✐r❡❝ts ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ✭CO ❡t H2✮ q✉✐ ❡st
❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡rt✐ ❡♥ ❞✐✈❡rs ♣r♦❞✉✐ts ❛❧❧❛♥t ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❥✉sq✉✬❛✉① ❡ss❡♥❝❡s✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ❛♣♣❡❧é
✈❛♣♦ré❢♦r♠❛❣❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ✿
CH4 + H2O → CO + 3H2 ∆H✝25✝= 206 kJ.mol−1
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ très ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❡t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ❞❡ s②♥t❤ès❡✳ ❈✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♠é❧❛♥❣❡ H2 + CO q✉✬❡st s②♥t❤ét✐sé
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ét❤❛♥♦❧ ✿
CO + 2H2 → CH3OH
▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ré❢♦r♠❛❣❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡st ❡♥❞♦t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s
très é❧❡✈é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ré❛❝t❡✉rs ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ■❧ ❛ été ❛✐♥s✐ ❡st✐♠é q✉❡ 60 à 70% ❞✉ ❝♦ût ❞✉
♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧ s♦♥t ❧✐és à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ❞❡ s②♥t❤ès❡
✶✶✾
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
♣❛r ✈❛♣♦ré❢♦r♠❛❣❡ ❬✶✵✵❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ré❢♦r♠❛❣❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r êtr❡s ♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❛♥s ❞❡s ❧✐❡✉① é❧♦✐❣♥és ❡t ✐s♦❧és ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s
❡♥ ♠❡r✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡✱ ❧❡ ❣❛③ ♥❛t✉r❡❧ ♣♦✉r❛✐t êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐ s✉r ♣❧❛❝❡
❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧ ♦✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt❛❜❧❡s ♣❛r ❜❛t❡❛✉✳ ■♥✈❡r✲
s❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❡✈♦✐r q✉❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✉♥✐tés ❞❡ ♠ét❤❛♥♦❧ ♦✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡
❝♦♥str✉✐t❡s s✉r ❧❡s s✐t❡s ♦ù ❝❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t ✉t✐❧✐sés✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ré❞✉✐r❡ ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱
q✉✐ ❞❡♠❡✉r❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s à ❢♦rt❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ♣r♦❝é❞és ❞✐r❡❝ts
❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧ ♦✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐❡♥t✱ s✐♥♦♥ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱
❞✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❛✉① ♣r♦❝é❞és ✐♥❞✐r❡❝ts ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ♥❛t✉r❡❧✳
❙✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞és ✐♥❞✐r❡❝ts ❡st très ❛✈❛♥❝é❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♠é✲
t❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧ ♦✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❞❡♠❡✉r❡ ❡♥❝♦r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✳
▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❢❛✐❜❧❡s ❝❛r ✐❧ ❡st très
❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é✈✐t❡r✱ à ❤❛✉t❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♦①②❞❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✳
▲❡s ♣r♦❝é❞és ❞✐r❡❝ts ✿
▲❡s ♣r♦❝é❞és ❞✐r❡❝ts ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉
♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧ ♦✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡
❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ré❛❝t✐✈✐té ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡t ❞❡ s❡s
♣r♦❞✉✐ts ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡
❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✿
CH4 + 1/2O2 → CH3OH
❈❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬❡♥ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✿
CH4 + O2 → CH2O + H2O
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ♦①②❞❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡s s♦♥t ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡s t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t✳
CH4 + 3/2O2 → CO + 2H2O
✶✷✵
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
CH4 + 2O2 → CO2 + 2H2O
❊♥ ❝♦♥s✉❧t❛♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❡♥t❤❛❧♣✐❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❬✶✷❪ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ré❛❝t✐♦♥♥❡❧ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✷✮✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés à s✉r♠♦♥t❡r s✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛rrêt❡r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ à ❧✬ét❛♣❡ s♦✉✲
❤❛✐té❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ♦✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❝♦♥❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♦①②❞és ❛✉ ♣r♦✜t
❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s
❝❛t❛❧②s❡✉rs à ✐s♦✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳
▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ s❡ ❢❛✐r❡ q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥é✲
t✐q✉❡ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛t❛❧②s❡✉r ❛♣♣r♦♣r✐é ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♣ér❛t♦✐r❡s ♥❡
❢❛✈♦r✐s❛♥t ♣❛s ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ✭♠ét❤❛♥♦❧ ♦✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡✮
ét❛♥t ✐♥st❛❜❧❡s✱ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐s♦❧és ❞✉ ❝②❝❧❡ ré❛❝t✐♦♥♥❡❧ ❛♣rès ✉♥ ❝♦✉rt t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞❛♥s
❧❡ ré❛❝t❡✉r ❬✽✹❪ ❬✶✵✵❪✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ Pr♦✜❧ ❞✬❡♥t❤❛❧♣✐❡ à 25✝C ♣♦✉r ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦①②❣è♥❡✳
✹✳✸✳✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ✿
▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡st très ❡①♦t❤❡r♠✐q✉❡ ❝ré❛♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬é✈❛❝✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r✱ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ ré❛❝t❡✉r ❡t ❞❡ ❞és❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳
✶✷✶
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✹✳✸✳✶✳✸ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ré❛❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❉❋❚ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡
❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❣❛③❡✉s❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ❈❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥
❞❡✈r❛✐t ♣r♦❝é❞❡r ♣❛r ❞és❤②❞r♦❣é♥❛t✐♦♥ ❡t ✐♥s❡rt✐♦♥✱ q✉✐ s❡ ré❛❧✐s❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠ét❛❧❧✐q✉❡ ❞✉
❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ✭✜❣✉r❡ ❄❄✮✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦✉❝❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ à été ré❛❧✐sé❡
♣❛r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✲❦✳ ❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s
é♥❡r❣✐❡s t♦t❛❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ♠ét❤❛♥❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é❡ ❡♥
st♦❡❝❤✐♦♠étr✐❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
P♦✉r ét✉❞✐❡r ❝❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝✐sé ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❞é✜♥✐ ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ♠ét❤❛♥❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉
❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ré❛❝✲
t✐♦♥✳ ▲❡ ✈✐❞❡ q✉✐ sé♣❛r❡ ❧❡ ♠ét❤❛♥❡ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦①②❞é❡ ❡st é❣❛❧ 6 (u.a.) s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ oz✳ P♦✉r ❧❡s
❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st é❣❛❧ 4✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✲❦
❡st é❣❛❧ à 12 12 1✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❙❈❋ ❡st ❞❡ 30✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❡st ❞❡ 10 ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st 10 ♣❛s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❈❛r P❛rr✐♥❡❧❧♦✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ été ré❛❧✐sé ❛♣rès ❛✈♦✐r r❡♠♣❧✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✲❦✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣ré✲
s❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t tr♦✐s
♠❛✐❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠ét❤❛♥❡ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦①②❞é❡✱ ❝❡ q✉✐
✶✷✷
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ♠ét❤❛♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡
♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ❛✈❛♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s OH✳
♣❡r♠❡t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ O −H✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❛♣rès s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é❡
❈✉❖✭✵✵✶✮ ❛♣rès ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥s O −H✳
❆♣rès ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ✉♥❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥
C−O ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❡t ❧✬♦①②❣è♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✜❣✉r❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
❞❡ ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✳
▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡st ✿
CH4 +
1
2
O2 → CH3OH
❊♥ ♣❤❛s❡ ❛❞s♦r❜é❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❝❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥ s❡❧♦♥ ♥♦tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿
✶✷✸
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ♠ét❤❛♥♦❧✱ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥
❞✉ ♠ét❤❛♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
CH4 + CuO → CH3OH + Cu
❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❡t ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡
é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ét❛t ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡✉r é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡✳
❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é q✉❡❧q✉❡s sér✐❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ s②stè♠❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❧❡s
ré❛❝t✐❢s✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ❝❤✐♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣rés❡♥t❡r ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
t♦t❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ✐♠♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r
❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ O2 ✭❝❡ t❡st ❡st ♣r♦❜❛♥t✱ ❝❛r ❝❡ s♦♥t ❧❡s
♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡ ♠♦✐♥s ❛✉① ❛t♦♠❡s q✉✐ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sés✱ ❜✐❡♥ q✉❡
❧❡s ❛t♦♠❡s✱ é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉rs s♦✐❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❡❧ q✉✐ ❡st ❝♦♥s❡r✈é
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡s♣è❝❡s✱ ❚r♦✉❧❧✐❡r✲▼❛rt✐♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝✬❡st ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡
❧❛ ❝❛t❛❧②s❡✉r ✭❈✉✭✵✵✶✮✮ ❡st ♦①②❞é✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❝❡t ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣rès ❝❤❛q✉❡
♦①②❞❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ✿
O2 −→ 2O
✕ E(CuO) = −142, 438ua
✶✷✹
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✕ E(CH4(g)) = −7, 93ua
✕ E(12 O2) =
30,10
2 = −15, 05ua
◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞❡ Et(O2) = −30, 10 (u.a.)✱
❡t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞❡ Et(O) = −29, 66 (u.a.)✳
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ CH4✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡
❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❡t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❡❧ ❚r♦✉❧❧✐❡r✲▼❛rt✐♥s s❛♥s ♦①②❣è♥❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é
q✉❡ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ét❛✐t é❣❛❧❡ à −7, 93 (u.a.)
▲✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ CH3OH ❡st é❣❛❧❡ à −24, 03 (u.a.)✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r très ❡①♦✲
t❤❡r♠✐q✉❡✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡st ❛ss✉ré❡ ✭à t❡r♠❡✮✳
❙✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ CH4 ❡st é❣❛❧❡ à −165, 54 (u.a.)✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡st é❣❛❧❡ à −165, 42 (u.a.)✱
❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❞❡s ré❛❝t✐❢s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ (−165, 54) −
(−165, 42) = − 0, 12 (u.a.)✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❧❡ ♠ét❤❛♥♦❧ CH3OH ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡
t♦t❛❧❡ é❣❛❧❡ à −165, 85 (u.a.)✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ r❡❣r♦✉♣❡ t♦✉t❡s ❧❡s é♥❡r❣✐❡s t♦t❛❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡s♣è❝❡s ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥
❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s t♦t❛❧❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥s✳
❆t♦♠❡ ♦✉ ▼♦❧é❝✉❧❡ ➱♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ✭Et) (u. a.)
O ✲✷✾✳✻✻
1
2O2 ✲✶✺✱✵✺
CH4(g) ✲✼✱✾✸
CH4 ✲✶✻✺✱✺✹
CH3OH ✲✶✻✺✱✽✺
❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ Et ❞❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❝♦♥st✐t✉é❡s ❧♦rs ❞❡
❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ✉♥✐té ❛t♦♠✐q✉❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡t❡♥✐r q✉❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧ s✉r
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✱ s❡ ♣r♦❞✉✐t à ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡
❜❛rr✐èr❡✳ ❈❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sé❡
✶✷✺
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉❋❚ ❛❜ ✐♥✐t✐♦✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❣❛③❡✉s❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♦①②❞❛t✐♦♥ très ❡①♦t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❧✐❜èr❡ ✶ ✭✉✳❛✳✮ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts
❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✳ ▲❡s ❛t♦♠❡s ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞✐✛✉s❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r ❞❡s ❜❛rr✐èr❡s
❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s✐t❡s ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧✬❛t♦♠❡✳ ▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡
O2✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♣rés❡♥t❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❛✐♥s✐ q✉❡
❞❛♥s ❬✸✺❪✳
O2 −→ 2O.
✹✳✸✳✶✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧✱ ❝♦♠♣♦sé ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥✲
❞✉str✐❡✱ ❡st très ❝♦♥♥✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❬✺✼❪✱ ❡t ♠ê♠❡ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s✳ ▲❡
♠ét❤❛♥♦❧ ❡t ❧❡ ❞✐♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ s♦♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♦r✐❣✐♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉
♠ét❤❛♥❡✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡t❤❛♥♦❧ ❬✺✾❪ ✿
CH4 + 0, 5O2 → CH3OH
CH4 + 2O2 → CO2 + 2H2O
◆♦✉s ❛✈♦♥s s✉✐✈✐ ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ♣ré❝✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s
t♦t❛❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡s♣è❝❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ♦✉ ♥♦♥ ♦①②❞é❡
❈✉✭✵✵✶✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé q✉❡❧q✉❡s ❝❛❧❝✉❧s ❉❋❚✲P❇❊ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
é♥❡r❣✐❡s t♦t❛❧❡s ❞✬❡s♣è❝❡s ✐s♦❧é❡s ❝♦♠♠❡ O2✳ ▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❈✉✭✵✵✶✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞✐ss♦❝✐❡r ♦✉ ❞✬❛❞s♦r❜❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ❝❤✐♠✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛
ré❛❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝♦♥st❛té ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ O−H✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤❛♥♦❧ CH3OH ❝♦♠♠❡
♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛ été ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s ré❛❝t✐❢s ❡t ❞❡s
♣r♦❞✉✐ts✳ ▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥ ♠ét❤❛♥♦❧ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✱ ❛ été
ré❛❧✐sé❡✳
✶✷✻
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
CH4 + CuO → CH3OH + Cu
❈❡rt❛✐♥s ❝❛t❛❧②s❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦✉❤❛✐tés ❞❛♥s ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❬✶✵✶❪✳ ◆♦tr❡ rés✉❧t❛t ❡st ❜✐❡♥ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❉❋❚✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ét✉✲
❞✐❡r ❞✬❛✉tr❡s ♦①②❞❛t✐♦♥s ♠é♥❛❣é❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡♥ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡t ❞✉
❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡♥ ❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❉❋❚ P❇❊✮✳
✹✳✸✳✷ ▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡♥ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡✳
✹✳✸✳✷✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ✿
▲❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡st très ré❛❝t✐❢ ❡t ♣❡✉t s❡ ♣♦❧②♠ér✐s❡r✳ ❉❛♥s ❧✬❛✐r ❛♠❜✐❛♥t✱ ✐❧ ❡st r❛♣✐❞❡♠❡♥t
♣❤♦t♦✲♦①②❞é ❡♥ ❞✐♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✳ ■❧ ré❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s r❛❞✐❝❛✉① ❤②❞r♦①②❧❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r
❧✬❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡st très s♦❧✉❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡❛✉ ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❝t❛♥♦❧✲❡❛✉✳
▲❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❤✐♠✐q✉❡s ❞❡s ❛❧❞é❤②❞❡s✱ ❡t ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡
♣❧✉s ré❛❝t✐❢ ❞❡s ❛❧❞é❤②❞❡s✳ ■❧ ♣❡✉t ♣❛rt✐❝✐♣❡r ❝♦♠♠❡ ❛❣❡♥t é❧❡❝tr♦♣❤✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛r♦♠❛t✐q✉❡s✱ ♦✉ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧❝è♥❡s✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛t❛❧②s❡✉r
❜❛s✐q✉❡✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉❜✐t ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥♥✐③❛r♦ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧✬❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡ ❡t ❧❡
♠ét❤❛♥♦❧✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡
✶✷✼
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✹✳✸✳✷✳✷ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ré❛❝t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❥✉sq✉✬❛✉ r❛❞✐❝❛❧ CH3O.✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ ét✉❞❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ s✉r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡♥ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦①②❞é❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ✹✳✽✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ✭❞❡s ré❛❝t✐❢s ❡t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✮
♥♦✉s ❛ ♠♦♥tré ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ r❛❞✐❝❛❧ CH3O. ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ✹✳✾✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ♠ét❤❛♥♦❧ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é❡
❈✉❖✭✵✵✶✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ r❛❞✐❝❛❧ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ❛♣rès
❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧✳
CH3OH + Cu → CH3O. + CuH
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ r❛❞✐❝❛❧ CH3O. s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮✱ ❛✜♥ ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞✉ r❛❞✐❝❛❧ CH3O. ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré♣❛ré ✉♥ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ r❛❞✐❝❛❧ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉
❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é❡ ❈✉✭✵✵✶✮ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈✐❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ❡t ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ❡st é❣❛❧ 6 (u.a.) s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ oz✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣❛s ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st é❣❛❧ 4✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✲❦ ❡st t♦✉❥♦✉rs é❣❛❧ à 12 12 1✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✶✷✽
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
❝②❝❧❡s ❙❈❋ ❡st é❣❛❧ à 36✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ✉t✐❧✐sé ❡st 9✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❉❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ r❛❞✐❝❛❧ CH3O. s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ❛✈❛♥t
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❆♣rès ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✮✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❡st ❛❞s♦r❜é
s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✱ ❝❡tt❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ét❛♥t ❞✉❡ à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ Cu − O✳ ▲❡
❝❛❧❝✉❧ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ é❣❛❧❡ à −197, 926 (u.a.) ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦sé
CH3OH ❡t à −197, 426 (u.a.) ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦sé CH3O.✳ ▲❡ r❛❞✐❝❛❧ CH3O. ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡
✜ss✐♦♥ ❤♦♠♦❧②t✐q✉❡✱ ❧✐❜ér❛♥t ✉♥ ❛t♦♠❡ H. ❡t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✜ss✐♦♥ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ st❛❜❧❡
q✉❡ ❧❡ ♠ét❤❛♥♦❧ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ✭❧❡s ❞❡✉① ❛✈❡❝ ❡❝✉t à 25u.a ❡t ✸✵✷✺ ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✴♣♦✐♥t ❦✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❉❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ r❛❞✐❝❛❧ CH3O. s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ❛♣rès
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❙✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠ét❤❛♥❡ à ♣❛rt✐r
✶✷✾
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
❞✉ r❛❞✐❝❛❧ CH3O.✳ ❈❡❝✐ ❡st ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❛
st❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛❞✐❝❛❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧ s♦✐t r❡t✐ré ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡♠❡♥ts
♠ét❤♦①② ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡s ❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ♠ét❤♦①② ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡✉✈❡♥t ❡♠♣♦✐s♦♥♥❡r ❧❡ ❝❛t❛❧②s❡✉r
à t❡r♠❡✱ ❡♥ ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❛❞s♦r❜é❡ ❡♠♣ê❝❤❛♥t ❧✬❛❝❝ès ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ à ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❡t
q✉❛s✐♠❡♥t s❛♥s ❞és♦r♣t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t sé❧❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡st ❧❡ r❛❞✐❝❛❧
CH3O
.✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛✉① ♠ê♠❡ ♣r♦❞✉✐ts ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s
♣r♦❞✉✐ts ♦❜t❡♥✉s ❬✻✹❪ ✿
CH3OH + H2O → 3H2 + CO2
CO + H2O → CO2H2
CH3OH → CO + 2H2
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ② ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs q✉✐ ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts
❢♦r♠és✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❝❛t❛❧②s❡✉rs✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ❢❛✐r❡
✉♥❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡♥ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡
❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳
✹✳✸✳✷✳✸ ▲❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳
▲✬ét✉❞❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé❡✱ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡✱
❝❡ q✉✐ ❡st ♣r♦✉✈é ♣❛r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳ ▲❡s
❛t♦♠❡s ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ❛♣♣♦rtés ♣❡✉✈❡♥t ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ CH2O✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❝❛r❜♦♥②❧❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ♣❧❛♥❡ à ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ tétr❛è❞r✐q✉❡
❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ❛t♦♠❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉ ✭✵✵✶✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡
ré❛❝t✐♦♥ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✜♥❛❧ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❝♦✲♦r❞✐♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ✐ss✉ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡✳
✶✸✵
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré♣❛ré ✉♥ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜✐❡♥ str✉❝t✉ré✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✈✐s✉❛❧✐s❛♥t s❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❧❡✉rs ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳
P♦✉r ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐r ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❥♦✉té ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣❛s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❡♥tr❡ 3 ❡t 4✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t✲❦ ❡st ❞❡ 12 12 1✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s
❙❈❋ ❡st é❣❛❧ à 30✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❡st ❞❡ 8✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❡st é❣❛❧ à 8✳ ❆✈❛♥t
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ♣❧❛♥❡ ✭♣❧❛♥ H2CO✮ à ✉♥❡
❞✐st❛♥❝❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ✭é❣❛❧❡ à 6ua✮✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r t♦✉t❡s
❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❛✈❛♥t t♦✉t❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡
à −163, 35 (u.a.)✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✱ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞✉ ♣❧❛♥ H2CO✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❞❡✈✐❡♥t tétr❛è❞r✐q✉❡ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡tr♦✉✈❡r CH3OH ❛✈❡❝ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡
H2✳ ❈❡tt❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛✱ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t été ré❛❧✐sé ❧♦rs ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r
❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉
❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❛♣rès ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ét❛♥t é❣❛❧❡ à −163, 86 (u.a.)✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✲
✶✸✶
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮
❛✈❛♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ s❛♥s ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡t ✭❝✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s✳
❞é❤②❞❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ très ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ❡t ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♠ê♠❡ à ❛♣❡r❝❡✈♦✐r ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❡♥tr❡
❧✬♦①②❣è♥❡ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r ✈❡rs ❧❡ ♠ét❤❛♥♦❧✳ ❆♣rès
❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à −163, 96ua✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✲
❞é❤②❞❡ ❡st é❣❛❧❡ à −164, 04(u.a.)✳ ▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡s✱ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❡st ❛tt❡sté❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✳ ❙❛ q✉❛❧✐té r❡st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ré❛❝t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐sé ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ 2, 3, 4, 6, 8
❛✜♥ ❞❡ r❡❧❛♥❝❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳ ▲❛
✶✸✷
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮
❛♣rès ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ s❛♥s ❧✐❛✐s♦♥s Cu−O ❡t ✭❝✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s Cu−O
♠♦♥tr❛♥t ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦①②❣è♥❡ ❞✉ ♣❧❛♥ H2CO✳
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s 4✳ P❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s s✉✐✈✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
t♦t❛❧❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼ ♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
t♦t❛❧❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡♥
❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡✳ ❆♣rès✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡
❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é❣❛❧❡ à −164, 04 (u.a.)✳ ❈❡tt❡ st❛❜✐❧✐té ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r
❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♦❜t❡♥✉ ❡st très st❛❜❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳
✶✸✸
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮
❛♣rès ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ s❛♥s ❧✐❛✐s♦♥s Cu − O ❡t ✭❝✮ ❛✈❡❝ ❧✐❛✐s♦♥s Cu − O✳
▲❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s é✈✐❞❡♥t❡✱ ❧❡ ❝❛r❜♦♥❡ ✭❈✮ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t
tétr❛è❞r✐q✉❡✳
✹✳✸✳✷✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿
❉❛♥s ❝❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞✉ ♣❧❛♥ H2CO ❡t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❧✐❛✐s♦♥ Cu−O✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ r❡t♦✉r ✈❡rs ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛r❜♦♥❡✳
❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛ été ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✈✐s✉❛❧✐sé ❛♣rès ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✱ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤❛♥♦❧ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡
✭rés✉❧t❛t ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡✮✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡♥ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡✳
CH3OH ⇋ HCHO + H2
✶✸✹
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮
❛♣rès ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✭❛✮ ❡t ✭❝✮ s❛♥s ❧✐❛✐s♦♥s Cu − O ❡t ✭❜✮ ❛✈❡❝ ❧✐❛✐s♦♥s Cu − O✱
❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ Cu−O✳
✹✳✸✳✸ ▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡♥ ❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡✳
◆♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ré❛❝t✐♦♥♥❡❧✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉
❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡♥ ❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♥✬❛ ♣❛s été ❢❛❝✐❧❡ à ré❛❧✐s❡r✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❢♦rt❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡t ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✱
q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s C −O ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ O −H ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳
✹✳✸✳✸✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡ ✿
▲✬❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❛❝✐❞❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡ ❢♦rt✳ ▲✐q✉✐❞❡✱ ✐❧ ❡st ♣❡✉ st❛❜❧❡ ❡t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s♦✉s
❞❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❞✐✈❡rs❡s✱ ♣❛r❢♦✐s ❞ès ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝❛t❛❧②s❡✉rs
♦✉ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♣❛r♦✐s ❞✉ ré❝✐♣✐❡♥t ❝♦♥t❡♥❡✉r ♣❡✉✈❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✳ ❆ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❛♠❜✐❛♥t❡✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♠ét❛✉① t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♣❧❛t✐♥❡✱ ❧❡ ♣❛❧❧❛❞✐✉♠
✶✸✺
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✕ ❉é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
✳✳✳ ▲✬❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ♣✉✐ss❛♥t q✉✐ ♣❡✉t ré❛❣✐r ✈✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts
♦①②❞❛♥ts✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❛✉① s♦♥t ❛tt❛q✉és ♣❛r ❧✬❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡✳
✹✳✸✳✸✳✷ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ré❛❝t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ à ❧✬❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡ ✿
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ré❛❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ sé❧❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡
❡♥ ❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❉❋❚✲●●❆✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣rés❡♥t❡r ❧❡s ét❛♣❡s ❝♦♥❝rèt❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❡t ❧❡
❝♦♥❝❡♣t ✈✐s✉❡❧ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✐ss✉s ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r ❧❡
❝♦❞❡ ❆❇■◆■❚ s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✲❦✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ H2C = O s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮
❛✈❛♥t ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✳
❆♣rès ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ❧❡ rés✉❧t❛t ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛❜♦r❞❡
♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s
❛t♦♠❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s C −O ❡t O −H✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✈❡rs ❧❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ HCOOH
✶✸✻
❖①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❈✉❖✭✵✵✶✮ ❛✈❛♥t ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥✱ ✭❛✮ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ s❛♥s ❧✐❛✐s♦♥s Cu−O ❡t ✭❜✮ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧✐❛✐s♦♥s Cu−O✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❈✉❖✭✵✵✶✮ ❛♣rès ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥✳
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❢♦r♠é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ O − H ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜t❡♥✉❡✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♥♦✉s ❝♦♥✜r♠❡r ❧❛
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✐♦♥ ❝❛r❜♦①②❧❛t❡✳ P♦✉r ✜♥✐r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❡♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✹✳✷✵✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❞✉✐t✳
❘é❛❝t✐♦♥ ét✉❞✐é❡ ✿
H2CO + CuO → HCOOH + Cu
✶✸✼
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❆ ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡ st❛❞❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣✉✐s r❡❞✐♠✐♥✉❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❛♣rès ❧❡s q✉❛tr✐è♠❡ ❡t ❝✐♥q✉✐è♠❡
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❞✉✐t ♥✬❡st ♣❛s t❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ✈✐s✲❛✲✈✐s ❞❡ ❧✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥
❡t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ O −H q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉❡ s❡ ❢♦r♠❡r✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ HCOOH✱ ♣❡✉ st❛❜❧❡ ❞✬❛♣rès ❧✬ét✉❞❡
é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❡st ❧✬❛❝✐❞❡ ❢♦r♠✐q✉❡✱ ✐❧ r❡st❡ à ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥
O −H✳ ❖r✱ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ✜♥❛❧❡ HCOOH s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♦♥ ❝❛r❜♦①②❧❛t❡
q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡✳
✹✳✹ ▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r✲
❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
▲❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ ✭♦①✐r❛♥❡✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥❥❡✉ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ♠❛❥❡✉r
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡✱ ❧❛ ❝❛t❛❧②s❡✳ ▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡
❡st ✉♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ sé❧❡❝t✐❢ ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ■❧ s❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❡s ❝❛t❛❧②s❡✉rs
♠ét❛❧❧✐q✉❡s ❬✾✸❪ ❬✾✹❪✳ ▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s t❛♥t s✉r ❧❡
♣❧❛♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s
❞❡ ❇❛r♦♥✐ ❬✹✾❪ ❡t ❞❡ ❙❝❤❡✤❡r ❬✺✽❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡✉① ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ❬✹✸❪ ❬✶✾❪✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
✶✸✽
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
❞♦♥♥é❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t à ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r❢❛❝❡s ✭✶✶✶✮✱ ✭✵✶✶✮✱ ✭✵✵✶✮ ❡t à ❞❡s ❝r✐st❛✉① ✭❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❞❡ ♠ét❛✉① ♥♦❜❧❡s✮ ❈✉✱ ❆❣✱ ❆✉ ♦♥t été ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞✐✈❡rs❡s
❡t ❝♦♥❢r♦♥té❡s ❛✉① ♣ré❞✐❝t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉❛♥t✐q✉❡s s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s
♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❝♦rré❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♠♦❞✐✜é ♣❛r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✮ P❇❊✱ P❲✾✶✳
◆♦tr❡ ❜✉t ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❞❡ s✐♠✉❧❡r ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡
✭♦①✐r❛♥❡✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✹✳✹✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ✿
▲✬ét❤②❧è♥❡ ✭▲✬ét❤è♥❡✮ ❛ été ❞é❝♦✉✈❡rt ❡♥ t❛♥t q✉✬❤♦r♠♦♥❡ ✈é❣ét❛❧❡ ❡♥1901✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛✈❛✐t
été r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡s ♣❧❛♥t❡s s✐t✉é❡s à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ❧❛♠♣❛❞❛✐r❡s ✭à ❣❛③✮ t♦♠❜❛✐❡♥t
♣ré♠❛t✉ré♠❡♥t✳ ▲❡s ✈♦✐❡s ♠ét❛❜♦❧✐q✉❡s ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ s♦♥t ❞é❝♦✉✈❡rt❡s ❡♥ 1934✳ ❊t ❡♥ 1960✱ ❞❡s
❝❤❡r❝❤❡✉rs s♦♥t ♣❛r✈❡♥✉s à ❞♦s❡r ❧✬ét❤②❧è♥❡ é♠✐s ♣❛r ❧❡s ♣❧❛♥t❡s ♣❛r ❝❤r♦♠❛t♦❣r❛♣❤✐❡ ❡♥ ♣❤❛s❡
❣❛③❡✉s❡✳ ▲✬ét❤②❧è♥❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❛❧❝è♥❡s✳ ❙❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❜r✉t❡ ❡st C2H4 ❡t ✐❧ ❡st r❡♣rés❡♥té
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧✐❛✐s♦♥ ✭❂✮✳ ❈✬❡st ✉♥ ❣❛③ ✐♥❝♦❧♦r❡✱ ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
❧✬❛✐r ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❡①♣❧♦s✐❢s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ 425✝C✱ ✐❧ s✬❡♥✢❛♠♠❡ ❡t ❜rû❧❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ✢❛♠♠❡ ❝❧❛✐r❡ ✭❝❤❛❧❡✉r ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✿ 47200 kJ/kg✮✳ ▲✬ét❤②❧è♥❡ ❡st ✉♥ ❣❛③ très ré❛❝t✐❢ ✿
❍②❞r❛t❛t✐♦♥ ✿
▲✬ét❤②❧è♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❤②❞r❛té ❡♥ ét❤❛♥♦❧ ♣❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬❡❛✉ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❛❝✐❞❡✳
H2C = CH2 + H2O → H3C − CH2OH
❍②❞r♦①②❧❛t✐♦♥ ✿
▲✬ét❤②❧è♥❡ ❡st ❤②❞r♦①②❧é ❡♥ ✶✱✷✲ét❤❛♥❡❞✐♦❧ ✭❣❧②❝♦❧✮ ♣❛r ❧✬♦①②❣è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛t❛❧②s❡✉rs✳
H2C = CH2 + 1/2O2 → C2H4O → H2COH − CH2OH
✶✸✾
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✹✳✹✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✿
▲✬ét❤②❧è♥❡ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡
❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❆✈❡❝ s❡s ❞ér✐✈és ✐♠♠é❞✐❛ts✱ ✐❧ ❡st à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣♦❧②✲
♠èr❡s ❞❡ ♠❛t✐èr❡s ♣❧❛st✐q✉❡s✳ ▲❡s ♣r♦❞✉✐ts ✐ss✉s ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ s♦♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ✿ ❧❡ ❝❤❧♦r✉r❡
❞❡ ✈✐♥②❧❡✱ ❧✬♦①✐r❛♥❡✱ ❧✬ét❤❛♥♦❧ ✭♦✉ ❛❧❝♦♦❧ ét❤②❧✐q✉❡✮✳ ▲❡ ♠♦♥♦♠èr❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞✉ ♣♦❧②ét❤②❧è♥❡✳ ▲❡ ❝❤❧♦r✉r❡ ❞❡ ✈✐♥②❧❡ ❡st ♣♦❧②♠ér✐sé ❡♥ ♣♦❧②❝❤❧♦r✉r❡ ❞❡ ✈✐♥②❧❡
✭P❱❈✮✱ ♠❛t✐èr❡ ♣❧❛st✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡✱ ❡t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡s✳
▲✬♦①✐r❛♥❡ ((CH2)2) ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❣❧②❝♦❧✱ q✉✐ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❝♦♠❜✐♥é à ❧✬❛❝✐❞❡ téré♣❤t❛✲
❧✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐r❛ ❞❡s ✜❜r❡s ♣♦❧②st❡rs✳ ▲✬♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ ((CH2)2) ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t très ✐♥st❛❜❧❡ à
❝❛✉s❡ ❞❡ s♦♥ ✧❁✐♥s❛t✉r❛t✐♦♥✧✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉rs s♦♥t ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡ r✐sq✉❡ q✉❡ ❧❡s
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✉ ✈r❛✐ ♣r♦❞✉✐t ✦
▲❡ P❚❋❊ ✭P♦❧②❚étr❛✲❋❧✉♦r♦✲❊t❤②❧è♥❡✮ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ s♦✉s s♦♥ ♥♦♠ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✱ ❧❡ ❚❡✢♦♥✱ ❡st
✉t✐❧✐sé ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❥♦✐♥t ❞✬ét❛♥❝❤é✐té ❣râ❝❡ à s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❜❛rr✐èr❡s à ❧✬❡❛✉✳
✹✳✹✳✸ ▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✹✳✹✳✸✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ❞♦♥♥é❡s ❡t ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ ✭♦①✐r❛♥❡✮✱
s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣ré♣❛ré ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❞♦♥♥é❡s ✿ ❛♣rès ❛✈♦✐r ♣ré❝✐sé ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡
❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ q✉✐ s♦♥t ♦♣t✐♠✐sé❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❛s ❞②♥❛♠✐q✉❡ é❣❛❧ à 4 ❛✜♥ ❞❡ r❡❧❛♥❝❡r ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ P♦✉r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❙❈❋✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s 35✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts✲❦ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
12 12 1✱ ❡t ❡♥✜♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s 4 t②♣❡s ❞✬❛t♦♠❡ ❡t 11 ❛t♦♠❡s ❞é✜♥✐s s✉r ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✹✳✷✶✱ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❛✈❛♥t ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st
é❣❛❧❡ à ✭−169, 33 (u.a.)✮✳
✶✹✵
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✕ ❉❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬♦①②❣è♥❡ ❛✈❛♥t ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✳
✹✳✹✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✿
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ❡ss❛②❡r ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ ♦①✐r❛♥❡ s✉r ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ét✉❞❡s ❞✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t
❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❛r♦♥✐ ❡♥ ■t❛❧✐❡ ❬✹✾❪ ❡t ❞❡ ❙❝❤❡✤❡r ❡♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❬✺✽❪✳ ❙✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ♥♦tr❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ s❡ ré♦r✐❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡✳
❆✐♥s✐ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦①②❞é❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡
−169, 63 (u.a.)✳ ❈❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❡st ♣❧✉s ♥é❣❛t✐✈❡ ✭❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ st❛❜✐❧✐sé✮ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡
✭é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❛✈❛♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❧✐❛✐s♦♥ C − O s♦♥t ❧à✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷ ✿ ❝✬❡st ❧❛ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ✈❡rs ❧❡ ❜❛s✱ ❝♦♥✜r♠❛♥t ❥✉st❡♠❡♥t ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s C − O✱ ❧❡s ❝❛r❜♦♥❡s ♣❛ss❛♥t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♣❧❛♥❡ ❞❡s ❤②❜r✐❞❡s sp2 ✈❡rs
❝❡❧❧❡ tétr❛è❞r✐q✉❡ ❞❡s ❤②❜r✐❞❡s sp3✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡s ❤②❞r♦❣è♥❡s ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❧❡s ❝❛r❜♦♥❡s✳
▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❛♣rès ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✷✸✮✳ ▲✬♦①②❣è♥❡
❝♦♥t✐♥✉❡ à ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❛t♦♠❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ q✉✐ ❛
❧é❣èr❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥té ❡t ❡st é❣❛❧❡ à −167, 44 (u.a.)✳ ❈❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❡st
❞✉❡ à ❧❛ ❢♦rt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s
✶✹✶
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ s❛♥s ❧✐❛✐s♦♥s ❡t ✭❝✮ ❛✈❡❝ ❧✐❛✐s♦♥s
Cu−O ❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ s②stè♠❡✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥❞✐q✉❡
✉♥❡ ❢♦rt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①✐r❛♥❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs✳
♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①✐r❛♥❡✱ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✸✳
H2C = CH2 + CuO → (C2H4)O + Cu
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬é♣♦①②❞❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✷✹✮✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ré❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts q✉✐ s❡ s♦♥t ♣r♦❞✉✐ts
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉r ❈✉❖✭✵✵✶✮ ♣rés❡♥t❡♥t
✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ é❣❛❧❡ à −169, 63 (u.a.) q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ C −O ❡♥tr❡ ❧✬♦①②❣è♥❡
❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ✭❧✬♦①✐r❛♥❡✮ ❡st ❜✐❡♥ st❛❜✐❧✐sé s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❝♦♥❢♦rté ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❇❛r♦♥✐✱ q✉✐ ❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
✶✹✷
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❛♣rès ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ s❛♥s ❧✐❛✐s♦♥s ❡t ✭❝✮ ❛✈❡❝ ❧✐❛✐s♦♥s
Cu − O ❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ s②stè♠❡✳ P♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①✐r❛♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❈✉✭✵✵✶✮✳
✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ sé❧❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ ❡t ❡♥ ❛❝ét❛❧❞é❤②❞❡
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬♦①❛♠❡t❛❧❧❛❝②❝❧❡ ✭❖▼❈✮ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❆❣✭✵✵✶✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✷✺✮ ✐❧❧✉str❡ ❝❡s
tr❛✈❛✉①✳ ❇❛r♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣✉ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡t ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❛❝t✐♦♥s
s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❆❣✭✶✵✵✮ ❡t ❘❤✭✵✵✶✮✳ ■❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡♥é à ❜✐❡♥ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s
♦①②❞❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ét✉❞❡ ❬✹✾❪✳
❙❝❤❡✤❡r ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡♥é ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s✉r ❧✬é♣♦①②✲
❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡✳ ■❧ ❛ ✉t✐❧✐sé ❞❡s ❝r✐st❛✉① ❞✬❛r❣❡♥t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❆❣✭✶✶✶✮ ♣♦✉r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s st♦❡❝❤✐♦♠étr✐❡s AgxO ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s P❲✾✶ ❡t P❇❊✱ ✐❧ ❛ ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s é♥❡r❣✐❡s
❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ st♦❡❝❤✐♦♠étr✐q✉❡ x ✭❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❞✬♦①②❣è♥❡✮✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❞❡ ❤❛✉t❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ♣r❡ss✐♦♥s✱ ❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❛ ❛✐♥s✐ été ❝❛✲
✶✹✸
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ✿
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥ é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ s✉r
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✱ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ Cu−O ❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ C −O✳
r❛❝tér✐sé❡ s✉r ❞❡s î❧♦ts ♥♦♥✲st♦✐❝❤✐♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ♠✐♥❝❡s ❞✬♦①②❞❡ ❞✬❛r❣❡♥t✱ ❞é♣♦sés à ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❆❣✭✶✶✶✮✱ ♣r♦❝❤❡s✱ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ Ag3O4✳ ❈❡t ♦①②❞❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❝❛t❛❧②s❡✉r ✐♥❞✉str✐❡❧
❡t ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❬✺✽❪✳ ▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡♥
é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡✱ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ s✉r ❧❡s ♦①②❞❡s ❞✬❛r✲
❣❡♥t ✭❆❣❖✮✳ ❈❡tt❡ é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦✉ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡
❝♦♠♣♦sé✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❛r ✈♦✐❡ ❞✐r❡❝t❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮
♦①②❞é❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ét❛✐t ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❝❡tt❡ é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛t❛❧②s❡✉r ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ♠♦✐♥s ❝❤❡r✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts
s✉r ❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❈✉❖ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❡t
♥♦✉s ♦♥t ❝♦♥❞✉✐ts à s✐♠✉❧❡r✱ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡✱ ❞♦♥t ❧✬ét✉❞❡ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s
été ♣✉❜❧✐é❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s tr❛✈❛✉①
ré❝❡♥ts ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❝❛t❛❧②s❡ ❬✾✻❪✳
✹✳✺ ▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ✿
❉❡♣✉✐s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❆✉✲❚✐ ❡♥ ✶✾✾✽✱
❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ❡t ❞✬♦①②❣è♥❡ ❬✸✽❪✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s
✶✹✹
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ✿
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ ✭❊❖✮ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t
❞❡ ❧✬❛❝ét❛❧❞é❤②❞❡ ✭❆❝✮ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬♦①❛♠❡t❛❧❧❛❝②❝❧❡ ✭❖▼❈✮ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❆❣✭✶✵✵✮✳
s✉r ❝❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❞✐✈❡rs t②♣❡s ❞❡ ❝❛t❛❧②s❡✉rs s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r❢❛❝❡s ❬✽✽❪ ❬✾✻❪✳ ❆ ♥♦tr❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♥✬❛ été ♠❡♥é❡ à ❜✐❡♥ s✉r ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡✳ ❙✉✐t❡
❛✉① rés✉❧t❛ts ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦①②❞❛t✐♦♥s ♠é♥❛❣é❡s ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛✈❡❝
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉
♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s
ét✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♦❜t❡♥✉s✳
✹✳✺✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ✿
P♦✉r ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts s✉r ♥♦tr❡ ré❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡s ré❛❝t✐❢s ❡t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
✹✳✺✳✶✳✶ Pr♦♣②❧è♥❡ ✿
▲❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ♦✉ ♣r♦♣è♥❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❤✐♠✐q✉❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ C3H6 ❛②❛♥t
✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧✐❛✐s♦♥ ✭❛❧❝è♥❡ ❛❧✐♣❤❛t✐q✉❡✮✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ✐♥s❛t✉ré ❡t ❛♣t❡ à êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥
✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❞✉✐ts✳
■❧ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝r❛q✉❛❣❡ ❝❛t❛❧②t✐q✉❡ ❡t ❤②❞r♦❝r❛q✉❛❣❡✳ ❆ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ♣r❡ss✐♦♥
❛♠❜✐❛♥t❡s✱ ❧❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❡st ✉♥ ❣❛③✳ ■❧ ❡st ✐♥❝♦❧♦r❡ ❡t ✐♥♦❞♦r❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❤②❞r♦❝❛r✲
✶✹✺
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ✿
❜✉r❡s s✐♠♣❧❡s✮ ❡t ❤❛✉t❡♠❡♥t ✐♥✢❛♠♠❛❜❧❡✳ ■❧ ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣❛③ ❞❡ ✈✐❧❧❡✳ ▲❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❡st ✉♥
❝♦♠♣♦sé ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ♣étr♦❝❤✐♠✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡
♠♦♥♦♠èr❡✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♣r♦♣②❧è♥❡✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡
♠❛t✐èr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ♣♦✉r s②♥t❤ét✐s❡r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ Pr♦♣❛♥✲✷✲♦❧✳
✕ ❖①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡✳
✕ ❆❝r②❧♦♥✐tr✐❧❡✳
✕ ❈✉♠è♥❡ ✭✐s♦♣r♦♣②❧❜❡♥③è♥❡✮✳
✕ ❆❝ét♦♥❡✳
✕ ❆❝r♦❧é✐♥❡✳
✕ ❆❝✐❞❡ ❛❝r②❧✐q✉❡✳
✕ ❉ér✐✈és ❛❧❧②❧❡s✳
✕ P♦❧②♣r♦♣②❧è♥❡✳
P❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ✐ss✉s ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡✱ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡
❡t ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ s♦♥t ❝❡✉① q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t❡r✐♦♥s ♣r♦❞✉✐r❡ sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡✱ ♣r♦❞✉✐t très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡
✭♠♦♥♦♠èr❡ ❞❡s ✜❜r❡s ❛❝r②❧✐q✉❡s✮✳
✹✳✺✳✶✳✷ ❆❝r♦❧é✐♥❡ ✿
▲✬❛❝r♦❧é✐♥❡ ❡st ✉♥❡ s✉❜st❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜r✉t❡ C3H4O ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❞✐✈❡rs
♥♦♠s ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣✲✷✲è♥✲✶✲❛❧✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦♠ s②sté♠❛t✐q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ ❧✬■❯P❆❈✳
❊❧❧❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥❝♦❧♦r❡ à ❧é❣èr❡♠❡♥t ❥❛✉♥âtr❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ❛❧❞é❤②❞❡
(H2C = CH − CHO) ✐♥s❛t✉ré✱ ❡①trê♠❡♠❡♥t t♦①✐q✉❡ ♣❛r ✐♥❤❛❧❛t✐♦♥ ❡t ✐♥❣❡st✐♦♥✳
❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❧✬✐♥❝❡♥❞✐❡ ❞❡ ♠❛t✐èr❡s ♣❧❛st✐q✉❡s ✭t♦①✐❝✐té ❞❡s é♠❛♥❛t✐♦♥s✮✳
Pr♦♣r✐étés ✿
▲✬❛❝r♦❧é✐♥❡✱ ♦✉ ♣r♦♣è♥❛❧ ✭♣r♦♣✲✷✲è♥❛❧✮ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉❡s ❛✉ ❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❛❧❞é❤②❞❡
❡t à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧✐❛✐s♦♥ ✭❛❞❞✐t✐♦♥ ❞✬❤②❞r❛❝✐❞❡s✮✳ ❈✬❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦sé ✐♥st❛❜❧❡ q✉✐
s❡ ♣♦❧②♠ér✐s❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❞✉ ❞✐s❛❝r②❧ ✭s♦❧✐❞❡ ♣❧❛st✐q✉❡✮✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞
♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❝❤❛✉❞ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛✐ss❡s ❡t ❧❡s ❤✉✐❧❡s ✭❞✬♦ù s♦♥ ♥♦♠ ✿ â❝r❡✲♦❧é✐♥❡✮✳
Pré♣❛r❛t✐♦♥ ✿
✶✹✻
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ✿
❖♥ ♣ré♣❛r❡ ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❞❡s ✈❛♣❡✉rs ❞❡ ❣❧②❝ér♦❧ s✉r ❞✉ s✉❧❢❛t❡ ❞❡
♠❛❣♥és✐✉♠ ❝❤❛✉✛é à 330−340✝C✳ ❖♥ ❧✬♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❝✉❧t✉r❡s ❞❡ ❇❛❝✐❧❧✉s ❛♠❛r❛❝r②❧✉s
s✉r ❞✉ ❣❧②❝ér♦❧✳ ▲✬❛❝r♦❧é✐♥❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣ré♣❛ré❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡s ❝❛t❛❧②s❡✉rs à ❜❛s❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♦①②❞❡s à ✈❛❧❡♥❝❡ ❡t à ❝❤❛r♣❡♥t❡ ♠✐①t❡s ✭❞❡ ♠♦❧②❜❞è♥❡✱ ✈❛✲
♥❛❞✐✉♠✱ ✳✳✳✮ ❬❏✲❈✳ ▲❛✈❛❧❧❡②✱ ❛❧✳ tr❛✈❛✉① ♥♦♥✲♣✉❜❧✐és ✶✾✾✷❪✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ♦①②❞❛t✐♦♥
sé❧❡❝t✐✈❡ ❞✉ ♣r♦♣è♥❡ ❡♥ ❛❝r♦❧é✐♥❡✳
❯t✐❧✐s❛t✐♦♥s ✿
▲✬❛❝r♦❧é✐♥❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛t✐èr❡s ♣❧❛st✐q✉❡s✱ ❞❡ ♣❛r❢✉♠s✱ ❡t ❞❛♥s ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s s②♥t❤ès❡s ♦r❣❛♥✐q✉❡s✳
✹✳✺✳✷ ▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✹✳✺✳✷✳✶ ❉♦♥♥é❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✿
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é
❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡ss❡♥✲
t✐❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ✭❡♥
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡✮✱
♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❡♥tré ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ C3H6 ❛✈❡❝
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ q✉✐ s♦♥t ♦♣t✐♠✐sé❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣❛s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ é❣❛❧ à 4 ❛✜♥ ❞❡ r❡❧❛♥❝❡r ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❙❈❋ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s 30✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts✲❦ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ 12 12 1✱ ❡t ❡♥✜♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s 4 t②♣❡s ❞✬❛t♦♠❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s 14 q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✻✱ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❛✈❛♥t ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✱
❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ét❛♥t é❣❛❧❡ à ✭−175, 15 (u.a.)✮✳
✹✳✺✳✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✿
●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❛t❛❧②s❡✉rs ♦♥t ✉♥ ❡✛❡t ♠❛❥❡✉r s✉r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s
❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✉r ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡✳ ▲❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛✲
t✉r❡ ♠♦♥tr❡♥t ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥
✶✹✼
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ✿
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❛✈❛♥t ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✳
❝❛t❛❧②s❡✉r CuOx/SBA− 15 ❛ été ❞é❝r✐t❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬♦①②❞❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✭■■✮ s✉♣♣♦rté ♣❛r✴❛✉ s❡✐♥
❞✬ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s✐❧✐❝❡ ✐♥❡rt❡✱ ❛②❛♥t ✉♥ rés❡❛✉ ❝r✐st❛❧❧✐♥ ré❣✉❧✐❡r ❡t ♠és♦♣♦r❡✉①✳ ▲❡s s✐❧✐❝❡s
♠és♦♣♦r❡✉s❡s ❞❡ t②♣❡ ❙❇❆✲✶✺ ♦♥t été ❞é❝♦✉✈❡rt❡s ❡♥ ✶✾✾✽✳ ▲❡s ❧❡ttr❡s ❙❇❆ r❛♣♣❡❧❧❡♥t q✉❡ ❧❡✉r
❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❡st ❞✉❡ à ❧✬éq✉✐♣❡ ❙t✉❝❦②✱ ✭❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❡ à ❙❛♥t❛✲❇❛r❜❛r❛✮✳ ❈❡s s✐❧✐❝❡s
s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✷❉✲❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ ❡t ✉♥ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❞♦r❞r❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ♠és♦♣♦r❡s✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ étr♦✐t❡
❞❡ ❧❡✉rs ❞✐❛♠ètr❡s ❞❡ ♠és♦♣♦r❡s r❡♥❞ ❝❡s s✐❧✐❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛ttr❛❝t✐✈❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ s✉♣✲
♣♦rts ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛t❛❧②s❡ ❤étér♦❣è♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ❈✉❖✳ ▲❡ ♣r♦♣è♥❡ s✉r CuOx/SBA − 15 ❞♦♥♥❡ ♠♦✐♥s ❞❡ 10% ❞✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ✭P❖✮✱
40% ❞✬❛❝r♦❧è✐♥❡ CH2CHCHO ❡t ❡♥✈✐r♦♥ ❞❡ 55% ❞❡ COx✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ K+ ❡t ❞✉ ❝❛t❛❧②s❡✉r
CuOx/SBA − 15✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ 80% ❡♥ ♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ✭P❖✮ ❡t 20%
❡♥ ❛❝r♦❧è✐♥❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✼ rés✉♠❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st✱ q✉✬❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥ K+✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❡st ❧❡
COx ❡t ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡ ✭CH2 = CHCHO✮ ✭q✉✐ ♣❡✉t s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❡♥ COx✮✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ✭CH3(CH −CH2)O✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥
K+ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡✳ ▲✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡
❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♠❛❥❡✉r✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❡♥ COx ❬✾✻❪✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❞✉✐t ❞❡
❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝é❞❡♥t
✶✹✽
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ✿
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼ ✕ ▲❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ C3H6 ❛✈❡❝ O2 ♣❛r ❧❡s ❝❛t❛❧②s❡✉rs
CuOx/SBA− 15 ❡t K+ − CuOx/SBA− 15 ❬✾✻❪✳
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❲❛♥❣ ❬✾✻❪✱ ❡t q✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sés✱ ♦♥ ❡s❝♦♠♣t❛✐t ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥
❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡
♣❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❢♦r♠és✱ ♣✉✐s ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐✲
s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✽ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ rés✉❧t❛t tr♦✉✈é ❛♣rès ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❡t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦①②❣è♥❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ C − O ❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧✐❛✐s♦♥ C = C ❞✉
♣r♦♣②❧è♥❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
✉♥ ♦①②❞❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧✐❛✐s♦♥ s✬❛✛❛✐❜❧✐t✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t q✉❡❧s
s♦♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ s✉r ❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ✭❢♦♥❝t✐♦♥♥❛✲
❧✐tés ❝❤✐♠✐q✉❡s✮✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❡st ❞❡ −175, 96 (u.a.)✱ s♦✐t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ♣❧✉s ♥é❣❛t✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✳
❆♣rès ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ C −O
❡st ❞❡✈❡♥✉❡ é✈✐❞❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✾ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ♥é❣❛t✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ à
−175, 91 (u.a.)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ CH3 − (CH −
✶✹✾
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ✿
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮
❛♣rès ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛
♠♦❧é❝✉❧❡ ❡t ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
CH2)O ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮
❛♣rès ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛r❜♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡
❡t ❧✬♦①②❣è♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
CH3 − CH = CH2 + CuO → CH3 − (CH − CH2)O + Cu
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉✐✈✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥
❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✵✮✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐èr❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡✱
✶✺✵
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ✿
❝❛r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐
❝♦♥✜r♠❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡
❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t q✉❛s✐✲s❡✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵ ✕ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡
s✉r ❈✉❖✭✵✵✶✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❆♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❝♦♠♠❡ ♣r♦❞✉✐t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡
❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ q✉✬❡st ❧✬❛❝r♦✲
❧é✐♥❡✳ ❈❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❛✉
ré❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡s ré❛❝t✐❢s ❡t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✳
CH3 − CH = CH2 + CuO → CH2 = CH − CHO + Cu + H2
▲❡s s❡✉❧❡s ét✉❞❡s ♣✉❜❧✐é❡s✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❡t ♣♦rt❡♥t
s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛t❛❧②s❡✉rs ❞❡ ❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♦✉ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❬✶✻❪✱
❬✻✺❪✱ ❬✾✻❪✳ P♦✉r ♥♦tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ❉❡✉①
♣r♦❞✉✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ✿ ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ CH3− (CH −CH2)O ❡t ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡
CH2 = CH −CHO✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t st❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡ s✬❛✈èr❡✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♠❛❥♦✲
r✐t❛✐r❡✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ à s❛✈♦✐r ❧✬♦①②❞❡ ❞❡
♣r♦♣②❧è♥❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡ s❡ ❢♦r♠❡ ✭❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t✮ ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞✐r❡❝t ❡t ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②✲
✶✺✶
▲✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮ ✿
❧è♥❡ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡ ❡t ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡
❞❛♥s ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ✐rré✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é q✉❡ ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡ ❡st ♣❧✉s ❛❜♦♥❞❛♥t❡ q✉❡ ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡
♥♦tr❡ ré❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡
❡st ❧❛ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❞♦♥♥❡r ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❡①❛❝t ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣r♦❞✉✐t✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ❡♥t❤❛❧♣✐❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t
♣❧✉s st❛❜❧❡ q✉❡ ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡✳ ❉❡✉① r❛✐s♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r q✉❡ ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡ s♦✐t ❧❡
♣r♦❞✉✐t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ✿
✕ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢♦r♠❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ ✿ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st
♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡✳
✕ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❢♦r♠é✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❡♥ ❛❝r♦❧é✐♥❡
❡♥ ❧✐❜ér❛♥t ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ H2 ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❛ ré❛❧✐s❡r✱ ♠❛✐s ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❡st ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t
✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
▲✬❛❝r♦❧é✐♥❡ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❛✉ s❡❝♦♥❞ r❛♥❣ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡✉❧
❢❛✈♦r✐sé ♣❛r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❝♦♥✈❡rs✐♦♥
✭à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✶✵✵✮✮ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts ❡st ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ✐rré✈❡rs✐❜❧❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧✬♦①②❞❡ ❞❡
♣r♦♣②❧è♥❡ ♣❡✉t ✭❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t✮ ❞♦♥♥❡r ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡✱ ♠❛✐s ♣❛s ❧✬✐♥✈❡rs❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥
❡t ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❡st ❣♦✉✈❡r♥é ♣❛r ❧❛ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✭❝❡ q✉✐ ❢❛✈♦r✐s❡r❛✐t ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❡♥ ❞é❜✉t
❞❡ ré❛❝t✐♦♥✮✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts rés✉♠é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✶ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥
❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ s♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❡s ♠ê♠❡s
♣r♦❞✉✐ts ❞✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ✿ ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❡t s✉rt♦✉t ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❛❝t✐♦♥s✱ ❡♥ ❞é❞✉✐s❛♥t ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts
❣♦✉✈❡r♥és ♣❛r ❧❛ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳
❉✬❛♣rès ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧ ❬✾✻❪✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ✐♦♥s ❑+ ❛✉① ❝❛t❛✲
❧②s❡✉rs ✉t✐❧✐sés✱ ❡♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❑+✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡
❡st ❧✬é♣♦①②❞❡✱ ♠❛✐s✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝✉✐✈r❡ s❡✉❧✱ ✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ❝♦♥✜r♠é ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈❡rt❛✐♥s ❝❛t❛❧②s❡✉rs ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛t❛❧②✲
✶✺✷
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶ ✕ ▲❡s ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❬✻✺❪ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ❝❛t❛❧②s❡✉rs ✭♦①②❞❡s
s✉♣♣♦rtés ❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❈✉❖✱ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ♦①②❞❡s à ✈❛❧❡♥❝❡ ❡t à ❝❤❛r♣❡♥t❡ ♠✐①t❡ ❞❡ ♠♦❧②❜❞è♥❡ ❡t
✈❛♥❛❞✐✉♠✮✳
✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉és s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ✭s♦❧✐❞❡s✮✱ s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s s♦✐t ❈✉✭✵✵✶✮ ♦✉ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥s✐sté
s✉r ❧❛ s✉✐✈✐ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ré❛❝t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡✱ ❡t s✉r ❧❡
❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❡t ❧❡s é♥❡r❣✐❡s t♦t❛❧❡s ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ♣❛r ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s
♣r❡♠✐❡rs ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és s♦♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❞❛t♦♠❡s Cu✱ O ❡t CO✱
✭O ❡t CO s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés✮ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s
❝❛❧❝✉❧s ♦♥t s❡r✈✐ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❆✳
❇❡♥ ❍❛♠♦✉❞❛ ❞❛♥s s❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❬✸✻❪✳ P♦✉r ❧❡s ♦①②❞❛t✐♦♥s ♠é♥❛❣é❡s ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥
♠ét❤❛♥♦❧ ❡t ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧ ❡♥ r❛❞✐❝❛❧ ♠ét❤♦①②✱ q✉✐ s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♦✉ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❧❡s
é♥❡r❣✐❡s t♦t❛❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ très ❜♦♥♥❡s✳ ❇r❡❢✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❉❋❚ ❡♥ ●●❆✲P❇❊ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
❞❡s rés✉❧t❛ts très ❝♦rr❡❝ts ♣♦✉r t♦✉s ❝❡s s②stè♠❡s✳ ❈❡❝✐ ✈❛❧✐❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ●●❆✲P❇❊ ❡t
❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧s✳
❆♣rès✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞✬❛✉tr❡s ♦①②❞❛t✐♦♥s sé❧❡❝t✐✈❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬é♣♦①②✲
❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ tr♦✉✈❡r ❧✬é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ ❝♦♠♠❡
✶✺✸
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
♣r♦❞✉✐t st❛❜❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♦①②❞❛t✐♦♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛ts ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡ ♥✬❛✈❛✐t ❥❛♠❛✐s été ❢❛✐t❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ à ♥♦tr❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ sé✲
❧❡❝t✐✈❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts ❧♦rs ❞❡
❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ✿ ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ❡t s✉rt♦✉t ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s
ét✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts tr♦✉✲
✈és✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ré❛❝t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡s ♦①②❞❛t✐♦♥s ♠é♥❛❣é❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ■❧ ❞é❝r✐t ❜✐❡♥ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝✐♥ét✐q✉❡
♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ré❛❧✐sés ❧♦rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ sé❧❡❝t✐✈❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
✶✺✹
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ♣♦rté s✉r ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥s ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✬❛❧❝❛♥❡s ❡t ❛❧❝è♥❡s
s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡✳ ▲❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❡①♣♦sé ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥é✲
r❛❧ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❡st rés✉♠é❡✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣♦rté s✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s s♦❧✐❞❡s ♣é✲
r✐♦❞✐q✉❡s✳ P✉✐s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✬❛❧❝❛♥❡s ❡t ❛❧❝è♥❡s
s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ♦✉ ❈✉❖✭✵✵✶✮ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s✳
P♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r
❧❡s ❝♦♠♣♦sés ét✉❞✐és ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé s♦✐t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ été ♠♦t✐✈é❡
♣❛r ❧❡ s♦✉❤❛✐t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛ ❝❤✐♠✐✲
s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙❚❖P s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡
❙❧❛t❡r✳ P♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s♦❧✐❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été
♦❜t❡♥✉s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚✱ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ✭❉❋❚✲●●❆✲
P❇❊✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❡t ♠♦❧é❝✉❧❡s ✿ ❧✬❛❞s♦r♣t✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✱
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦①②❞❛t✐♦♥s ♠é♥❛❣é❡s s✉r ❧❡s
s✉r❢❛❝❡s ❈✉✭✵✵✶✮ ❡t ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❛❞♦♣té❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❧♦rs ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡
❝✉✐✈r❡✳ ■❧s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♥❢♦rté❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥
❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ❡t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛❜s♦r❜é❡s ✭❈❖
✶✺✺
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❖2✮✳ ▲❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❜✐❡♥ ❛✉① ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱
❧♦rsq✉❡✬❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛❞❛t♦♠❡s ❖✱ ❡t ❈❖ ét❛✐❡♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❝✉✐✈r❡✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés s✉r ❧❡
❝✉✐✈r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❝❤❡s s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❈✉✭✵✵✶✮ ❡t ❈✉✭✶✶✵✮ ♣✉❜❧✐é❡ ❛✈❡❝ ♥♦s ❝♦❧❧è❣✉❡s
❡♥ ✷✵✵✽ ❬✸✻❪✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐é ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✬❛❧❝❛♥❡s ❡t ❛❧❝è♥❡s✳ ❈❡s ré✲
❛❝t✐♦♥s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ♦①②❞é❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ▲✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❈✉✭✵✵✶✮ ❡st✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ très ❧♦❝❛❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥s✐sté s✉r ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡
❝❤❛q✉❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡✱ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❛❞s♦r❜és à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ ❡♥
♠ét❤❛♥♦❧✱ ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ❡st très ❝♦♥♥✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❛✉t❛♥t q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦①②❣è♥❡
s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ C−O ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡ ♠ét❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉✐t
st❛❜❧❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ CH4 + CuO → CH3OH + Cu✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡
♠♦♥tré q✉❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧✱ ❛✈❡❝ ❞❡ ❢♦rt❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ré❛❝t✐❢s ❡t ❧❛
s✉r❢❛❝❡✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ r❛❞✐❝❛✉① ♠ét❤♦①② ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛tt❡st❡r✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬ét✉❞❡
❞✉ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ❛ ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❤❛♥♦❧
❡♥ ❢♦r♠❛❧❞é❤②❞❡ ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❛✉ss✐ st❛❜❧❡s q✉❡ ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ♠ét❤♦①② ❛❞s♦r❜é✳
❉✬❛✉tr❡s ♦①②❞❛t✐♦♥s ♠é♥❛❣é❡s✱ ❞✬✐♥térêt ✐♥❞✉str✐❡❧✱ ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡
❡t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿ ❧✬é♣♦①②❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❤②❧è♥❡ ❡t s✉rt♦✉t ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉
♣r♦♣②❧è♥❡✳ P♦✉r ❧✬ét❤②❧è♥❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✱ ❛✈❡❝
♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✿ ❧✬é♣♦①②❞❡ ❞✬ét❤②❧è♥❡ ❝♦♥♥✉ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠ ♦①✐r❛♥❡ C2H4O s❡rt
à ❢❛❜r✐q✉❡r ❧❡s rés✐♥❡s ✭P❧❛st✐q✉❡ ✿ ♣♦❧②♠èr❡ q✉✐ ❞✉r❝✐t s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t
❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ♥♦✉s ♦♥t ✐♥❝✐tés à ét✉❞✐❡r ✭♣❛r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡✮ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞✉ ♣r♦♣②❧è♥❡✱ q✉✐ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été ré❛❧✐sé❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t
✶✺✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛✲
❣é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣r♦♣②❧è♥❡ ✭CH3(CH − CH2)O✮
❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❛❝r♦❧é✐♥❡ ✭CH2 = CHCHO✮ q✉✬❡st ❧❡ ♠♦♥♦♠èr❡ ❞❡s ✜❜r❡s ✭✜❜r❡s très ✉t✐❧✐sé
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ t❡①t✐❧❡✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉s ❞❡✉① s♦♥t st❛❜❧❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
◆♦s rés✉❧t❛ts ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛t❛❧②s❡ ❤étér♦❣è♥❡✱ ♣❛r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞❡s ❛❧✲
❝❛♥❡s ❡t ❛❧❝è♥❡s✳ ▼ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣♦rté ✉♥ ❣r❛♥❞ s♦✐♥ à ♥♦s rés✉❧t❛ts✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❛♣♣♦rt❡r ✿ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞♦✐t ❢❛✐r❡ s✉✐t❡ à
❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s❡r✈✐r♦♥t ♣♦✉r
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❈✐♥ét✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝✐♥é✲
t✐q✉❡ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡✳ ❊♥ ✜♥ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦①②❞❡s ♠ét❛❧❧✐q✉❡s
s✉♣♣♦rtés s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛♣rès ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡✳
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❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❡t ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✿
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❛✉① ❧❡❝t❡✉rs ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r r❡♣r❡♥❞r❡
❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é ❞é❝r✐t❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡t ❛♥♥❡①❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❡t ♠♦❧é❝✉❧❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞❡ ❝✉✐✈r❡ ✭✵✵✶✮ ❞❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧♦rs ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❆❇■◆■❚ ❉❋❚ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡s
♣❧❛♥❡s✳ ❈❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ q✉✐ s❡r✈❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ré♣été❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱
s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉✐✈❛♥ts ✿
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❘és✉♠é
✶✼✶
❘és✉♠é ✿
▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❡❝✲
tr♦♥✐q✉❡s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ▲❡s ♦①②❞❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❝♦✉✈r❡♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s très ❞✐✈❡rs
❡t ♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①trê♠❡♠❡♥t ✈❛r✐és✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦rté ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❜✐✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s à ❧❛ ❝❛t❛❧②s❡ ❤étér♦❣è♥❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐✈✐té s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞❡s ❛❧❝❛♥❡s ❡t
❛❧❝è♥❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ ♣♦rté s✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙❚❖P
s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦r❜✐t❛❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡ ❙❧❛t❡r✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡st rés♦❧✉❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧
♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ❡st ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s ré❛❝t✐✈✐tés
❝❤✐♠✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ ❞❡s ❛❧❝❛♥❡s ❡t ❛❧❝è♥❡s s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ♠ét❛❧ ❞❡
❝✉✐✈r❡ ❈✉✭✵✵✶✮ ♦✉ ❈✉❖✭✵✵✶✮✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❇■◆■❚ ❉❋❚ s✉r
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♦♥t ✈❛❧✐❞é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t
❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ ■❧s ♦♥t ❛❜♦✉t✐ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ré❛❝t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐✈✐té
❞✬♦①②❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❈✉❖✭✵✵✶✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts sé❧❡❝t✐❢s✳
▼♦ts ❝❧és ✿
❈❤✐♠✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❝❤✐♠✐❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ ♦r❜✐t❛❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡✱
❜❛rr✐èr❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ s✉r❢❛❝❡ ✭✵✵✶✮✱ ❝✉✐✈r❡✱ ❆❇■◆■❚✱ ❝❛❧❝✉❧s ❛❜ ✐♥✐t✐♦✱ ❝❛t❛❧②s❡✱ ♦①②✲
❞❛t✐♦♥ ♠é♥❛❣é❡✱ é♣♦①②❞❛t✐♦♥✱ ❛❧❝❛♥❡s✱ ❛❧❝è♥❡s✱ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té P❇❊✳
❙✉♠♠❛r② ✿
❚✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ♣❧❛② ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞
♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❣♦✈❡r♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❈♦♣♣❡r ♦①✐❞❡s ♣❧❛② ✈❛r✐♦✉s r♦❧❡s ❜♦t❤ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉str②✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s
❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② t♦ r❡❛❝t✐✈✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛t❛❧②s✐s✳ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❤♦s❡♥ ❛r❡ ✐♥ ♠✐❧❞ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❦❛♥❡s ❛♥❞ ❛❧❦❡♥❡s ♦♥
t❤❡ ♦①✐❞✐s❡❞ ❝♦♣♣❡r ✭✵✵✶✮ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛③r❡ t❡st❡❞ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❢♦r s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❜❛rr✐❡r
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳
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